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“Mi familia son los libros; mi hogar, cualquier biblioteca... Quisiera que la humanidad hubiera 
hablado un idioma en todos los tiempos, para leer los libros de todos los pueblos... Mi ambición, 
mi ideal, es poseer una biblioteca en un jardín. ¡Flores y Libros! ¡Perfumes y sentimientos! ¡Ideas 
y colores! Temo a la muerte porque vendrá a interrumpir mis lecturas. ¡Cuántos libros se publicaran 
después de que yo haya dejado de existir! ¡Qué buenas y bellas cosas se imprimirán que yo ya no 
he de leer! Esto me desespera. ¡Oh, mis queridos libros, vuestros serán mi corazón, mi inteligencia 
y mi voluntad! No me habléis de placeres, de fortuna ni de honores; dadme libros, más libros, 
siempre libros. Cuando la hora de mi muerte haya llegado y comience mi agonía, no me digáis 
palabras de consuelo, no me (loréis; si me amáis, si queréis que muera dichoso y la eterna sombra 
se ilumine y el reino de la muerte me sea querido, abrid los Diálogos de Platón y con voz clara, 
vibrante y sonora, leedme el de Fedón”. 
Malatesta 


PRESENTACIÓN: 


dirigido a los alumnos del primer semestre de bachillerato, aunque pueden 

utilizarlo aquellos alumnos que cursan aritmética y álgebra, incluidos los de 
nivel secundaria. También, puede usarlo cualquier estudiante que desee prepararse 
para presentar con éxito su examen de admisión a cualquier carrera profesional. 
También, lo puede usar cualquier persona que en general desee incrementar su cultura 
matemática e incluso alumnos que cursan la primaria. 


E | presente texto MATEMÁTICAS PARA GENIOS REPROBADOSO está 


El libro contiene las *“/aves” para que estudies adecuadamente los fundamentos 
matemáticos, que comprenden Aritmética y Algebra que son las áreas 
fundamentales que se estudian en un primer curso de matemáticas. Si el estudiante 
logra dominarlas seguramente no tendrá problemas de aprendizaje ni en las 
matemáticas subsecuentes ni en las demás asignaturas del bachillerato que se auxilian 
de las matemáticas. Sin embargo, estas herramientas dependen de que las utilices 
adecuadamente, ya que de que te sirven las llaves si nada más las guardas en un 
cajón, entonces se convierten en sólo un pedazo de metal, depende de nosotros que 
les demos vida y que las utilicemos para abrir las puertas correctas. Aquí te damos las 
llaves, depende de ti utilizarlas. 


El libro es resultado de 30 años de experiencia y práctica docente. Contiene un método 
de autoestudio probado y que ha dado magníficos resultados a alumnos de secundaria 
y bachillerato, e incluso a los alumnos de los primeros semestres de algunas carreras 
profesionales. Para que dicho método funcione, es necesario que el estudiante se 
comprometa a seguir estrictamente en orden la secuencia de temas y resolver todos y 
cada uno de los ejercicios propuestos, cuyas respuestas están al final del libro. Está 
escrito en un lenguaje claro y accesible, el contenido está ordenado y organizado 
lógicamente, de manera tal que siga la secuencia natural del aprendizaje. 
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La certeza de que las matemáticas pueden ser divertidas, ha dado como resultado que 
este enfoque se utilice en el desarrollo del libro, se espera, que esto dará al estudiante 
una imagen más clara del verdadero significado de la importancia y belleza de las 
matemáticas, que la que le daría la tradicional forma de abordarlas con toda una 
manipulación abstracta. 


El lector no necesita una gran preparación matemática. Puesto que este libro es un 
método de autoestudio, el cual expone ampliamente la teoría y ejemplos. Si algún 
estudiante ya domina alguna unidad, de cualquier manera deberá realizar sus 
ejercicios, antes de continuar con la siguiente unidad. El sólo acto de leer el libro no te 
hará un mejor estudiante, sino la atención y dedicación que le des y la práctica que 
realices con los ejercicios propuestos será lo que te llevará al éxito. Pero es 
indispensable que sigas estrictamente las instrucciones, fundamentalmente que 
leas una unidad cada día y realices los ejercicios para cimentar tus 
conocimientos, ya que sin práctica no hay aprendizaje. 


Al escribir este libro nos propusimos hacerlo motivador, atractivo, alegre, sencillo y 
funcional. Hacia éstas características se enfocaron nuestros esfuerzos, los cuales se 
ven coronados con esta obra, la cual esperamos tenga una muy buena respuesta de 
los estudiantes de secundaria y bachillerato, ya que está destinada para ellos. 


Finalmente, espero que te diviertas leyéndolo, como nosotros disfrutamos al escribirlo. 
Capta los mensajes que escribimos para ti. Le pusimos un gran cariño a ésta obra y 
nuestra propia experiencia docente. Nuestro deseo es que este libro cumpla su 
cometido para el que fue escrito, pero debes comprender que de ti más que de 
cualquier otro, depende que logre su objetivo, ya que un libro cobra vida y significado 
en la medida de la utilidad que le da el lector. 


Invito a los lectores para que me envíen problemas prácticos o didácticos para mejorar 
esta obra. Cualquier duda, sugerencia o crítica constructiva será bien recibida y se 
contestará toda la correspondencia que nos sea enviada al correo electrónico: 


arinewtonOgmail.com. 
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Ing. Naftalí Antúnez MH. 


RSS 


A AAA DAS 


WHR RARA RARA RARA A A 


La presente Obra está Dedicada á. 
Say Ata OLI 
Eulohcinu SSore Dlam Meli 
Ita Olam Leolan Pacd 


A todos nuestros familiares 
Amigos y Fompañeros de trabajo 


ispecialmente dedicada para nuestros Alumnas y Sagalumnos. 


¡rato Algjeml 


"Las matemáticos son el alfabeto con el Haré de mi vida una matemática: 
cual Dios ha escrito el Universo" 
Sumare Alegrías 

Restare dolor 


Dividiré las penas 
Multiplicare el amor 


A A AAA dAS 
A A A A AAA das 


SS 


CONTENIDO, 
ARTTMÉTICA 


PRESENTACIÓN 
UNIDAD I INTRODUCCIÓN 


de OPERACIONES SEMEJANTES 

1.3 DEFINICIÓN DE ARITMÉTICA 

1.4 CONJUNTOS DE NÚMEROS 

1.5 SIGNOS DE RELACIÓN 

1.6 SISTEMA DE NUMERACIÓN DECIMAL 

1.7 OPERACIONES ARITMÉTICAS BÁSICAS Y SUS SIGNOS DE OPERACIÓN 
1.8 SIGNOS DE AGRUPACIÓN 

1.9 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 

1.10 PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS REALES 

Ejercicio 1 43 

Ejercicio 2 45 

UNIDAD Il NÚMEROS PRIMOS 

TABLA DE LOS NÚMEROS PRIMOS DEL 1 AL 1000 

2.1 DESCOMPOSICION DE UN NÚMERO EN SUS FACTORES PRIMOS 48 
Ejercicio 3 50 


UNIDAD II MÍNIMO COMÚN MULTIPLO 


3.1 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 54 
Ejercicio 4 56 


UNIDAD IV" MÁXIMO COMÚN DIVISOR 
4.1 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 


Ejercicio 5 62 
UNIDAD V OPERACIONES CON NÚMEROS FRACCIONARIOS 
Ejercicio 6 67 


5.2 TEOREMAS IMPORTANTES DE LAS FRACCIONES 

EL RECIPROCO DE UN NÚMERO 

UNIDAD VI SUMA DE NÚMEROS FRACCIONARIOS 

6.1 SUMA DE NUMEROS FRACCIONARIOS MIXTOS 73 
Ejercicio 7 74 

UNIDAD VII RESTA DE NÚMEROS FRACCIONARIOS 

7.1 RESTA DE NUMEROS FRACCIONARIOS MIXTOS 76 
Ejercicio 8 vd 

UNIDAD VIII. MULTIPLICACIÓN DE FRACCIONES 

8.1 MULTIPLICACION DE UN ENTERO POR UN NÚMERO FRACCIONARIO 
8.2 MULTIPLICACIÓN DE NUMEROS FRACCIONARIOS MIXTOS 
Ejercicio 9 81 

UNIDAD IX DIVISIÓN DE FRACCIONES 

9.1 DIVISIÓN DE NÚMEROS ENTEROS POR FRACCIONES 83 
Ejercicio 10 84 

9.3 FRACCIONES COMPLEJAS 

Ejercicio 11 86 

UNIDAD X CONVERSIÓN DE NÚMEROS DECIMALES PERIÓDICOS O PUROS A FRACCIONES 
Ejercicio 12 89 

10.2 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA DE FRACCIONES 
Ejercicio 13 92 

Ejercicio 14 93 

EJERCICIO MIXTO DE FRACCIONES 

UNIDAD XI RAZONES Y PROPORCIONES 

IVA RAZONES 197 

11.2 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 


51 


56 
39 


63 


68 


70 
71 


75 


78 
79 
80 


82 


84 


87 


90 


ES 
97 


99 


11.3 PROPORCIONES 
11.4 REGLA DE TRES SIMPLE DIRECTA 

11.5 REGLA DE TRES SIMPLE INVERSA 

11.6 REGLA DE TRES COMPUESTA 

11.7 MÉTODO PRÁCTICO 107 

Ejercicio 15 110 

UNIDAD XII TANTO POR CIENTO (PORCENTAJE) 


12.2 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA DE TANTO POR CIENTO 
Ejercicio 16 1153 

EJEMPLOS ADICIONALES DEL CAPITULO DE Aritmética 

EXAMEN FINAL DEL CAPITULO DE Aritmética 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE ARITMÉTICA 
RESPUESTA AL EXAMEN FINAL DE ARITMÉTICA. 


ÁLGEBRA SUPERIOR 
ÁLGEBRA 
I INTRODUCCIÓN 
1.1 DEFINICIÓN 
1.2 SIGNOS DE OPERACIÓN 
1.3 SIGNOS DE RELACIÓN 
1.3.1 SIGNOS DE AGRUPACIÓN 
1.4 VALOR ABSOLUTO DE UN NÚMERO 
1.5 CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATIVAS 
1.6 SUMA Y RESTA DE CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATIVAS 
1.6.1 LA REGLA PARA SUMAR DOS CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATIVAS 2 CASOS: 
EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 
Ejercicio 1 
1.7 REGLA PARA SUMAR VARIOS SUMANDOS DE CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATIVAS 
Ejercicio 2 
Il MULTIPLICACIÓN Y DIVISIÓN DE CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATIVAS 
2.2 MULTIPLICACIÓN DE VARIAS CANTIDADES 
Ejercicio 3 
2.3 DIVISIÓN DE VARIAS CANTIDADES 
Ejercicio 4 
Dividir: 
HI POTENCIACIÓN 
3.2 MULTIPLICACIÓN DE DOS POTENCIAS DE LA MISMA BASE 
3.3 MULTIPLICACIÓN DE MONOMIOS 
Ejercicio 5 
Ejercicio 6 
3.4 POTENCIA DE POTENCIA 
Ejercicio 7 
Ejercicio 8 
3.5 CONVERSIÓN DE EXPONENTES NEGATIVOS A POSITIVOS 
Ejercicio 9 
3.6 DIVISIÓN DE DOS POTENCIAS DE LA MISMA BASE 
3.7 DIVISIÓN DE MONOMIOS 
Ejercicio 10 
IV RADICACIÓN 


100 
103 
105 
106 


110 
lb 


TE 
114 


116 
118 


119 

119 
121 
124 
124 
124 
126 
126 
127 
128 
129 
129 
134 
135 

137 
137 
137 
138 
138 
139 

141 
141 
144 
144 
145 
147 
149 
149 
150 
150 
151 
154 
155 


4.2 POTENCIAS DE EXPONENTES FRACCIONARIOS 
Ejercicio 11 
4.3 MULTIPLICACION POR EL BINOMIO CONJUGADO CON RADICALES 
4.4 INTRODUCCION AL FACTOR RADICAL 
4.5 RESTA Y SUMA DE RADICALES 
4.6 MULTIPLICACIÓN DE RADICALES 
Ejercicio 12 
V NOTACIÓN CIENTÍFICA 
5.2 OPERACIONES CON NÚMEROS EN NOTACIÓN CIENTÍFICA 
5.3 NOTACIÓN DE INGENIERÍA 
Ejercicio 13 
VI JERARQUÍA DE LAS OPERACIONES 
6.2 SIGNOS DE AGRUPACIÓN 
Ejercicio 14 
6.3 VALOR NUMÉRICO 
Ejercicio 15 
VIl EXPRESIONES ALGEBRAICAS 
VIIl OPERACIONES CON POLINOMIOS 
8.2 SUMA DE POLINOMIOS 
REGLA PARA REALIZAR UNA SUMA DE POLINOMIOS: 
Ejercicio 16 
IX RESTA DE POLINOMIOS 
Ejercicio 17 
X MULTIPLICACIÓN DE POLINOMIOS 
10.2 MULTIPLICACIÓN DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS 
10.3 MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON EXPONENTES LITERALES 
Ejercicio 18 
XI DIVISIÓN DE POLINOMIOS 
Ejercicio 19 
11.2 DIVISIÓN DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS 
XIl PRODUCTOS NOTABLES 
12.1 CUADRADO DE UN BINOMIO 
Ejercicio 20 
12.2 CUBO DE UN BINOMIO 
Ejercicio 21 
12.3 MULTIPLICACION DE BINOMIOS CONJUGADOS 
Ejercicio 22 
12.4 BINOMIOS CON UN TÉRMINO EN COMÚN 


12.5 Binomio por un trinomio cuyo producto es igual a una suma o diferencia de cubos. 


XIII COCIENTES NOTABLES 
Ejercicio 23 

XIV TEOREMA DEL BINOMIO DE NEWTON 
Ejercicio 24 

XV FACTORIZACION 

15.1 FACTOR MONOMIO COMÚN 

15.2 FACTOR POLINOMIO COMÚN 
Ejercicio 25 


155 
158 
158 
159 
160 
161 
162 
164 
166 
168 
169 
171 

175 
178 
179 
180 
180 
181 

182 
182 
185 
187 
189 
191 

194 
195 
196 
197 
205 
206 
208 
208 
210 
210 
212 
212 
215 
216 
216 
218 
220 
221 
224 
223 
226 
Z2P 
2 zed 


15.3 FACTOR COMÚN POR AGRUPACIÓN DE TÉRMINOS. 
Ejercicio 26 

XVI TRINOMIO CUADRADO PERFECTO 
Ejercicio 27 

16.2 DIFERENCIA DE CUADRADOS PERFECTOS 
Ejercicio 28 

16.3 TRINOMIO DE LA FORMA x2 + bx + c 
Ejercicio 29 

XVII LENGUAJE ALGEBRAICO 


EJEMPLOS DE FRASES DEL LENGUAJE COMÚN TRANSFORMADAS A LENGUAJE ALGEBRAICO 


Ejercicio 30 


EJEMPLOS DE FRASES TRANSFORMADAS DEL LENGUAJE ALGEBRAICO AL LENGUAJE COMÚN 


Ejercicio 31 
XVIII IGUALDADES 
Axiomas de igualdad de objetos 
Leyes de la igualdad 
18.2 PROPIEDADES IMPORTANTES DE LAS IGUALDADES 
Ejemplos de Igualdades con coeficientes fraccionarios: 
18.3 CLASIFICACIÓN DE LAS IGUALDADES 
ECUACIONES E IDENTIDADES 
Ejercicio 32 
XIX DESPEJE DE FÓRMULAS 
19.2 PASOS PARA APRENDER A DESPEJAR 
Ejemplos adicionales de despeje de fórmulas: 
Ejercicio 33 
XX ECUACIÓN DE PRIMER GRADO CON UNA INCÓGNITA 
REGLA PARA RESOLVER UNA ECUACIÓN DE PRIMER GRADO CON UNA INCÓGNITA 
20.2 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 
Ejercicio 34 
XXI SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON 2 INCÓGNITAS 
21.2 MÉTODO DE REDUCCIÓN 
Ejercicio 35 
21.3 MÉTODO DE SUSTITUCIÓN 
Ejercicio 36 
21.4 MÉTODO DE IGUALACIÓN 
Ejercicio 37 
21.5 MÉTODO GRÁFICO 
Ejercicio 38 
XXIIl MÉTODO DE DETERMINANTES (REGLA DE CRAMER) 
Ejercicio 39 
22.2 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 
Ejercicio 40 
XXIII ECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO 
23.2 SOLUCIÓN POR COMPLETAR EL TRINOMIO CUADRADO PERFECTO 
23.3 SOLUCIÓN POR LA FÓRMULA GENERAL 
23.4 ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO INCOMPLETAS 
ECUACIÓN INCOMPLETA SIN TÉRMINO INDEPENDIENTE 
23.5 ECUACIÓN INCOMPLETA SIN TÉRMINO LINEAL 


228 
ZO 
229 
231 
231 
232 
232 
234 
234 
23o 
237 
238 
239 
240 
242 
242 
243 
250 
252 
252 
253 
255 
255 
258 
260 
261 

261 
262 
272 
273 
275 
279 
280 
283 
284 
288 
290 
292 
292 
297 
297 
303 
304 
304 
313 
317 
317 
319 


23.6 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 
Ejercicio 41 
XXIV LOGARITMOS 
24.2 PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS 
24.3 LOGARITMO DE UN PRODUCTO 
24.4 LOGARITMO DE UN COCIENTE 
24.5 LOGARITMO DE UNA POTENCIA 
24.6 LOGARITMO DE UNA RAÍZ 
Ejercicio 42 
XXV ECUACIONES EXPONENCIALES 
25.2 RESOLUCIÓN DE ECUACIONES EXPONENCIALES 
Caso 1 
Caso 2 
Caso 3 
Ejercicio 43 
XXVI NÚMEROS COMPLEJOS 
26.1 Álgebra de los Números Complejos 
26.2 Definición de número complejo 
26.3 Partes de un número complejo 
El conjugado y el opuesto de un número complejo 
26.4 Potencias de i 
26.5 Suma de números Complejos 
26.6 Resta de números complejos 
26.7 Producto de números complejos 
26.8 El conjugado de z: 
26.9 División de números complejos 
Ejercicio 44 
26.10 Representación geométrica 
26.11 Forma Trigonométrica o Polar de un Número Complejo 
26.12 Suma geométrica de complejos 


26.13 Multiplicación y división de números complejos en su forma Polar o Trigonométrica 


26.14 Potencias y raíces de números complejos. 
Ejercicio 45 

26.15 El Número e 

XXVII FRACCIONES ALGEBRAICAS 

27.2 Fracciones algebraicas equivalentes 

Operaciones con fracciones algebraicas 

27.3 Simplificación de expresiones algebraicas 
Ejercicio 46 

27.4 Amplificación de fracciones 
Ejercicio 47 

27.5 Mínimo común múltiplo de expresiones algebraicas 

27.6 Adición y sustracción de fracciones algebraicas con denominadores iguales 
Ejercicio 48 

27.7 Adición y sustracción de fracciones algebraicas con denominadores distintos 
Ejercicio 49 

27.8 Multiplicación de fracciones algebraicas 
Ejercicio 50 


320 
321 
323 
323 
324 
325 
326 
327 
328 
329 
329 
329 
331 
339 
340 
341 

341 
341 
343 
344 
345 
346 
346 
347 
349 
350 
351 
353 
355 
361 
362 
364 
366 
368 
368 
368 
369 
369 
370 
371 
372 
372 
373 
374 
375 
378 
378 
380 


27.9 División de fracciones algebraicas 
Ejercicio 51 
XXVIII TEOREMA DEL RESIDUO Y DIVISIÓN SINTÉTICA 
28.1 TEOREMA DEL RESIDUO 
28.2 DIVISIÓN SINTÉTICA O REGLA DE RUFFINI 
Ejercicio 52 
XXIX DESIGUALDADES 
Introducción. 
29.1 Propiedades de las desigualdades. 
Teoremas de las desigualdades: 
29.2 Intervalos 
29.3 Problemas de desigualdades resueltos. 
Procedimiento para resolver desigualdades o inecuaciones 
29.4 Valor Absoluto. 
Propiedades del valor absoluto: 
Desigualdades y valor absoluto. 
29.5 Desigualdad Lineal en Dos Variables. 
29.6 Desigualdades lineales simultáneas 
29.7 INECUACIONES CUADRÁTICAS 
RESOLVER UNA DESIGUALDAD CUADRÁTICA 
LOS PUNTOS CRÍTICOS O VALORES CRÍTICOS 
ALGUNAS RECOMENDACIONES PARA RESOLVER DESIGUALDADES CUADRÁTICAS 
PROBLEMAS RESUELTOS DE DESIGUALDADES CUADRÁTICAS 
29.8 Solución Gráfica a Problemas de Programación Lineal. 
Ejercicio 54 
XXX FRACCIONES PARCIALES 
XXXI MATRICES Y DETERMINANTES 
30.1 ALGUNOS TIPOS DE MATRICES: 
30.2 OPERACIONES CON MATRICES 
30.2.1 SUMA DE MATRICES 
30.2.2 PRODUCTO DE UN NÚMERO O ESCALAR POR UNA MATRIZ 
30.2.3 DIFERENCIA O RESTA DE MATRICES 
30.2.4 PRODUCTO DE MATRICES 
30.2.5 DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA 
Propiedades de los determinantes: 
Calculo de un determinante: 
D Método o Regla de Sarrus 
IL Cálculo del determinante de orden n, por los adjuntos: 
Menor complementario 
rr Método del pivote o de Chío 
30.2.6 CÁLCULO DE LA MATRIZ INVERSA DE UNA MATRIZ DADA 
30.3 Sistemas de ecuaciones simultaneas lineales 
30.3.1 Sistema de Cramer. Regla de Cramer. 
30.3.2 Método de la matriz inversa 
30.3.3 Método de eliminación Gaussiana 
30.3.4 Sistemas homogéneos 
Ejercicio 54 
Ejercicio 55 


380 
382 
383 
383 
384 
388 
389 
389 
389 
390 
390 
391 
391 
393 
394 
396 
399 
403 
408 
409 
409 
410 
411 
418 
424 
ar 
446 
448 
451 
451 
452 
453 
454 
457 
458 
460 
460 
462 
462 
464 
468 
470 
471 
474 
476 
478 
480 
481 


PRESENTACIÓN 


"Es fundamental que ustedes (estudiantes) persistan; 
que hagan de sus estudios los mejores, y sepan que la 
vida es triunfo; pero hay otras cosas, también es 
contemplación, es amor, es placer, una vida armónica es 
una vida sabia; la vida sabia no es sólo la victoria, es 
también la reconciliación con nosotros mismos y con el 
mundo que nos rodea" (Octavio Paz, Escritor Mexicano, 
Premio Nobel de Literatura, septiembre 1993. 
Conferencia en e[ ITESM) 


“Mi corazón canta aquí contigo, y canta con alegría 
porque somos mexicanos, ¿qué esperamos? El sol viene, 
ya es hora, levántate mexicano y habla con la verdad, 
nuestra raza es esplendorosa” In Mexikayotl aik, 
ixpolovitz (La Mexicanidad nunca perecerá) 


“Pretender tener éxito sin esforzarse, es como querer 
cosechar sin haber sembrado” 


“El ser humano posee tesoros y talentos invaluables. 
Pero, estos sólo salen a brillar y a relucir, después que 
los hemos pulido mediante el esfuerzo y la dedicación.” 


“La forma que pensamos es la forma en que actuamos. 
Somos lo que pensamos. Sí piensas que tendrás éxito y 
te esfuerzas para lograrlo, seguramente lo obtendrás.” 
Nantúnez 


Bienvenido estimado estudiante. La 
Facultad de Ingeniería de la UAGro y Newton 
¡Hut Academia te dan la más cordial 
bienvenida y te agradece que nos hayas 
elegido como tu mejor opción para ingresar a 
una Carrera Profesional, esperamos que 
pongas el esfuerzo y dedicación suficiente 
para poder contestar correctamente este libro 
y como consecuencia inmediata, la 
aprobación de tu examen de admisión, ya que 
obligatoriamente debes aprobarlo para poder 
ingresar a la Licenciatura que deseas. 


El estudio diario de este libro te ayudará a que 
aprendas matemáticas y las demás áreas que 
comprende y que puedas con éxito aprobar tu 
examen de admisión e ingresar a una de las 
Carreras Profesionales que escojas, por esto, 
necesitas esforzarte para que seas uno de los 
aceptados. Por lo anterior, debes estar 


dispuesto a dedicar el tiempo suficiente para 


lograrlo, ya que nadie sin esfuerzo y 
dedicación puede triunfar en cualquier cosa 
que se proponga. Es muy importante que 
estudies y contestes con todo tu esfuerzo y 
atención, para que apruebes e ingreses a la 
Licenciatura de tu elección. ¡Mucho Éxito! 


Resulta obvio insistir que este libro sólo es un 
auxiliar del aprendizaje, pues la parte más 
importante se encuentra dentro de cada uno 
de sus lectores, exactamente dentro de ti: en 
tu interés, en tu disposición, en tu motivación 
y en tu responsabilidad. 


Quien se aventura con el corazón en el camino 
del aprendizaje, conocerá dudas, temores e 
incertidumbres. Aprender es cambiar y nada 
causa más pavor que el cambio. Sobre todo 
cuando éste afecta nuestros hábitos, 
nuestras costumbres, nuestros valores, 
nuestra concepción del mundo y de la vida. 
Por tal motivo, el miedo es el primer enemigo 
del aprendizaje. Sin embargo, si deseamos 
aprender a aprender, tendremos que 
cambiar, y, para ello, será necesario vencer el 
miedo a aprender. Más el miedo sólo se vence 
con coraje y decisión. 


Aprender a aprender requiere una dosis 
enorme de esfuerzo y dedicación, de la 
búsqueda personal de la verdad, de la 
reflexión crítica sobre todo lo que se nos 
presente como verdad absoluta. Debemos 
aprender de todo lo que nos rodea y no sólo 
en la escuela. 


Entendemos el aprendizaje como: “El proceso 
mediante el cual se obtienen nuevos 
conocimientos, habilidades o actitudes, a 
través de experiencias vividas que producen 
algún cambio en nuestro modo de ser o 
actuar”. Nota que el aprendizaje es necesario 
vivirlo, participar en él, de forma tal que lo 
incorporemos en nuestra vida. Lo aprendido 
no lo aprovechamos sino lo asimilamos y 
utilizamos, similar al alimento que comemos, 
no nos nutre sino es asimilado por nuestro 
cuerpo. 


Aprendemos cuestionando todo, por 
imitación, por comparación, por ensayo y 
error, por comunicación y contacto. En esta 
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última, está incluida la enseñanza. Lo anterior 
significa, que aprendemos de diversas 
maneras, por lo que es necesario intentarlo 
todo. No sólo aprendemos en la escuela y en 
ocasiones resulta ser el peor lugar para 
aprender. Tienes que arriesgarte al fracaso 
para lograr el éxito. Quien no arriesga no 
gana. Aprendemos más de los errores que de 


los aciertos. 
ÓmN 


MOTIVACIÓ 


La motivación es la fuerza interior que 
necesitamos para lograr el éxito. Todo 
aprendizaje requiere de esa fuerza, pues si 
hay interés el aprendizaje se hace más 
participativo, más efectivo, más entusiasta. 
Voluntariamente debemos aprender, ya que 
sólo el que quiere aprender puede aprender, 
sino quieres, jamás aprendes. Si realmente 
deseas aprender, dentro de ti encontrarás la 
fuerza, el impulso, el estímulo que te moverá 
a hacer realidad tus deseos. 


Recuerda que se aprende haciendo. En el 
caso de matemáticas y ciencias: resolviendo 
problemas. En realidad, la acción es la 
manifestación del aprendizaje. El aprendizaje 
sin acción no es aprendizaje verdadero. Otra 
manifestación de que estás aprendiendo será 
tu cambio de conducta o actitud. Sólo la 
práctica permite lograr el aprendizaje, por 
esto, puede decirse que “sin práctica no hay 
aprendizaje”. Así que necesitas resolver 
muchos ejercicios antes de lograr el dominio 
de las matemáticas y ciencias. Es decir, las 
matemáticas no son una ciencia que se 
aprenda viendo, sino que se aprende 
haciendo. 


El presente libro es un método de auto 
estudio, su finalidad es que aprendas por tu 
cuenta y sin ayuda de un maestro, por esto, 
está dividido en unidades, con objeto de 
facilitarte su lectura y no te sea muy tediosa o 
aburrida. Pero, cuando empieces a leerla, es 
necesario que lo hagas tema por tema, en 
orden creciente, realizando las actividades o 
ejercicios establecidos; también, es 


indispensable que no dejes de estudiarla 
hasta concluirla, ya que si el conocimiento no 
lo alimentas, se desvanece, es más, para 
mejores resultados te recomiendo repasarla 
completamente. La dedicación y constancia 
es lo que te hará llegar al éxito, ya que el que 
persevera alcanza. 


Si no estás motivado ¿Puedes aprender sin 
motivación? Por supuesto, la respuesta es no, 
ya que no aprendes lo que no quieres 
aprender. Las características alegre y 
optimista, son las que se necesitan para 
lograr el dominio de las matemáticas. 


Ninguna persona triste o de baja autoestima 
puede aprender matemáticas. La actitud 
además de la aptitud son esenciales para ser 
una persona exitosa en tu vida profesional y 
personal. Todos los estudiantes tienen 
aptitudes de sobra para obtener una Carrera 
Profesional, pero solo los que tienen una 
actitud optimista son los que lo logran. 


Para aprender matemáticas no se necesita 
una gran inteligencia. Lo que se requiere es 
actitud, lo cual se manifiesta en decisión, 
carácter, esfuerzo y dedicación. 


ALGUNOS CONSEJOS PARA 
LOGRAR UN BUEN 
APRENDIZAJE 


A continuación te expongo algunas ideas que 
te ayudarán a obtener mejores resultados en 
el aprendizaje, no sólo de las matemáticas 
sino de cualquier materia. 


Estudia en equipo si es posible, pero los 
ejercicios siempre hazlos en forma individual, 
ya que el aprendizaje y la evaluación son 
personales. 


Trata de escribir el concepto con tus propias 
palabras. Mientras lees, detente para 
analizar, comprender y pensar en lo que 
leíste, no avances hasta haber entendido lo 
anterior. 
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Aprende bien las reglas y leyes que se te dan. 
Procura aprender poquito pero bien, grábalo 
firmemente en tu cerebro y jamás dudes. 
Resolver los ejercicios ayuda grandemente a 
lograr este objetivo. La unión de 
conocimientos pequeños pero firmes es lo 
que te hace ser sabio. 


Debes ser ordenado, limpio y cuidadoso con 
tus útiles escolares. En el seguimiento de 
instrucciones debes poner mucha atención en 
los detalles. Debes seguir en orden secuencial 
los temas. 


Organizate y estudia todos los días al menos 
dos horas diarias, durante este tiempo 
mantente concentrado y atento a tus 
estudios. 


RECOMENDACIONES 
ESTUDIAR MATEMATICAS 


PARA 


Lee el libro lentamente y con cuidado. Si no 
entiendes lo que estás leyendo vuelva a 
leerlo. En caso extremo pide la ayuda y 
asesoría de un compañero, amigo, o maestro 
que conozca el tema. Cuando llegues a un 
ejemplo resuelto, ve y sigue con cuidado el 
ejemplo, después trata de resolverlo por tú 
cuenta en una hoja aparte. 


Si piensas que ya conoces algún tema 
presentado en la guía, de todos modos tienes 
que resolver sus ejercicios respectivos. Si 
puedes resolverlos todos, significa que 
efectivamente lo dominas, sino será 
necesario repasar el tema. 


Resuelve todos los ejercicios de cada tema. 
Están ordenados de tal manera que cuando 
termines el último ejercicio de este libro, 
dominarás los fundamentos de matemáticas 
y estarás capacitado para aprender cualquier 
tema de matemáticas superiores y física o de 
otras asignaturas. 


Estudia y resuelve ejercicios durante 2 a 3 
horas diarias. No solo estudies para un 
examen, sino constantemente, ya que el 
estudio en matemáticas debe ser 
permanente. En ocasiones le entendemos al 
libro o al maestro perfectamente, pero 
después de un tiempo, ya no sabemos nada 
de este tema. Esto se debe a que no hemos 
grabado ni cimentado los conocimientos, lo 
cual solo se logra mediante la resolución de 
problemas y ejercicios. 


Considera prioritarias las actividades de la 
escuela sobre todas las demás. Si es 
necesario, busca asesoría con otro maestro o 
con un amigo. Resuelve las dudas con tus 
compañeros de clase o con otro profesor de 
matemáticas. 


*% Actitud positiva y optimista. 
% Disposición y mente abierta. 
«< Atención y concentración. 

« Esfuerzo y Dedicación. 


Reconoce que eres responsable de tu 
aprendizaje y por lo tanto de la calificación 
que obtengas. A mayor esfuerzo y trabajo 
mayor calificación. Primero procura aprender. 
La aprobación será una consecuencia del 
aprendizaje. Quita la barrera mental que 
opones al aprendizaje de las matemáticas, 
pensando que son difíciles y odiosas. Piensa 
siempre en forma optimista y trata de ver en 
la sencillez y orden la belleza e importancia de 
las matemáticas. 


Todo ser humano tiene derecho de recibir una 
educación digna, pero también la obligación y 
el compromiso de estudiar y comprometerse 
a realizar todas las tareas que como 
educando le asignen. 


El que tengas éxito en tu educación, implica 
necesariamente que debes tener éxito en tu 
vida profesional, personal y familiar. 


Toma la decisión importante hoy, decídete ya, 
porque mañana será demasiado tarde. 
Muchos cuando ya están casados o cuando ya 
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no hay remedio porque tienen muchas 
materias reprobadas, desean estudiar o 
continuar sus estudios. Tu oportunidad es 
ahora, no la desaproveches, más adelante 
será demasiado tarde. Haz todas tus 
actividades escolares con gusto y alegría. 
Recuerda que la recompensa aunque tarde 
llegará con creces. 


Nota que dentro de los requisitos principales 
para aprender matemáticas y cualquier otra 
asignatura o actividad, no se pone a la 
inteligencia como primordial, ya que todos 
tenemos la capacidad suficiente o de sobra 
para aprender matemáticas y por lo tanto 
para lograr una Carrera Profesional. Los 
únicos que no, son los locos o los que tienen 
algún otro desequilibrio mental. 


La inteligencia se define como la capacidad 
de resolver problemas. En las matemáticas 
siempre estamos resolviendo problemas, por 
lo cual nos ayudan a aumentar nuestra 
inteligencia. Un problema es una situación de 
la vida real, que requiere nuestra atención. 
Para que sea problema tiene que tener dos o 
más soluciones o explicaciones, ya que si no 
tiene solución o explicación será un imposible 
y no un problema, y si solo tiene una solución 
entonces se aplica y el problema deja de 
existir. 


SABER CÓMO APRENDER 


Para aprender el primer requisito es desearlo 
fuertemente, sentir la necesidad y estar 
dispuesto a realizar el esfuerzo para lograrlo. 


Lo que principalmente impide el aprendizaje 
son: no saber leer y comprender, o pensar 
que ya sabes. Cuando crees que sabes y que 
no necesitas aprender, bloqueas tu mente y le 
impides que aprenda. Debes ser sencillo y 
humilde y siempre estar dispuesto a 
aprender, ya que así predispones tu mente 
para que esté abierta al nuevo aprendizaje. 


Todos somos inteligentes pero también 
somos ignorantes, ya que los conocimientos 


son infinitos y no es posible que sepamos 
todo; pregúntale a un científico de deportes, 
política, economía o algún otro tema que no 
sea de su área y verán que es un ignorante, 
aunque sea muy brillante y capaz en su área 
científica. Esto no significa que sea un tonto, 
es muy inteligente, pero algunos temas los 
desconoce. 


También, otra de las grandes barreras del 
aprendizaje es pensar que no tenemos la 
capacidad para aprender. Esto ¡impide 
enormemente que aprendamos, ya que con 
esto cerramos nuestra mente al aprendizaje. 
Estar alegre, optimista y dispuestos a 
aprender, es dar el primer paso en este 
proceso. 


Como punto de inicio es necesario valorarnos 
sinceramente, creer en nosotros mismos, 
conocer nuestras fuerzas y debilidades -las 
que todos tenemos. Si nos consideramos 
menos aptos y más débiles que otros, 
debemos estar conscientes de que 
tendremos que trabajar más, pero que 
después al igual que los demás, estaremos 
en la cima del éxito. 


Para aprender cualquier tema o asignatura, 
es necesario que tengamos un fuerte interés 
y deseo por aprender, ya que si no sentimos 
la fuerte necesidad interior de lograr nuevos 
conocimientos, jamás aprenderemos. La 
autoestima (el querernos y valorarnos a 
nosotros mismos), la auto motivación (el 
saber y creer que si podemos) son 
indispensables para tener éxito en la escuela 
y en la vida misma. Debemos estar 
conscientes de nuestra capacidad y jamás 
dudar que podemos aprender cualquier cosa 
que nos propongamos firmemente. 


“El interés y determinación rompen cualquier 
barrera y no existen obstáculos invencibles, 
cuando estamos decididos y motivados a 
vencerlos”. 


Lo más difícil para aprender matemáticas, es 
romper la barrera mental que nos impone el 
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temor y odio que sentimos hacia ellas, 
después de esto todo es más fácil. Pero 
¿Cómo rompo esta barrera mental? Muy 
sencillo, primero tienes que escribir 3 veces 
en tu cuaderno “Sí Puedo, es fácil y lo voy a 
aprender", después lo pronuncias 3 veces en 
voz alta y fuerte y es todo. Esto siempre hazlo 
antes de estudiar cualquier tema o antes de 
resolver un ejercicio. Hazlo y por increíble que 
parezca funciona perfectamente. Funciona 
porque “programas” la mente subconsciente 
-nuestra “computadora interna”—para que 
así lo entienda y lo ejecute. 


Para tener éxito es necesario pensar 
positivamente, cambiando nuestros 
pensamientos negativos tales como: no 
puedo, no soy muy inteligente, no soy capaz, 
es difícil, por pensamientos optimistas tales 
como: yo puedo, tengo la inteligencia 
suficiente y soy capaz. Reemplaza las 
palabras tengo qué, debo, dime, trataré, mi 
intención es, por quiero hacer, decido, digo, 
haré y me comprometo. Las primeras 
significan que haces las cosas porque alguien 
te las dice y las segundas porque tú quieres 
hacerlas. Hasta que a nosotros nos nace el 
deseo y necesidad de aprender algo, es 
cuando podemos aprender. 


Por cualquier éxito que logres por pequeño 
que sea, anótalo y felicítate, ya que esto 
significa que estás en la dirección correcta y 
cada logro te ayudará a creer en ti mismo. 
Todos podemos tener éxito en la medida en 
que creemos en nosotros mismos y si 
después hacemos lo suficiente para lograrlo. 
Si no nos esforzamos, no llegaremos a la cima 
de los triunfadores y desde abajo 
contemplaremos a los que han logrado la 
victoria y el triunfo. 


Una actitud positiva abre la mente al 


aprendizaje y una actitud negativa la cierra. 
Júntate con gente optimista y que ya ha 
aprendido matemáticas y pídeles ayuda y 
consejos. Lo mediocre se pega, si lo dudas, 
observa como los mediocres reprueban o se 
hunden en grupo. Lo mismo pasa con el éxito, 


se pega, se contagia, por esto, únete a la 
gente que ha triunfado. 


Que tu primer propósito sea prepararte para 
el futuro. Si sueñas con la fama búscala en el 
arte, en la ciencia, en la educación. Puedes 
aspirar a ser un gran artista, un gran científico 
o un gran maestro o hacer buenas obras. Por 
tanto, hazte el propósito de llegar a ser un ser 
humano recto y justo. No te dejes desviar por 
la corriente del mal. No sigas a las multitudes 
que siguen como esclavos la última moda y al 
último ídolo. Sé tú mismo siempre. Sé único, 
diferente y extraordinario. Aléjate de los vicios 
que son exclusivos de los idiotas y evita los 
pretextos que los usan únicamente los 
mediocres. 


¿POR QUÉ DEBO ESTUDIAR 
MATEMATICAS? 


Históricamente, a las matemáticas se les ha 
asignado una falsa fama de “terribles, duras, 
difíciles, aburridas, inútiles”, es tan fuerte 
esta mentira que hasta los malos maestros 
así creen que son y así se las hacen sentir a 
los estudiantes. Pero las matemáticas no 
tienen la culpa que las enseñen maestros que 
no saben matemáticas, que te las hacen 
aburridas y difíciles, por esto, los estudiantes 
piensan ¿Qué difíciles han de ser las 
matemáticas que ni los mismos maestros las 
dominan? nuestros antepasados así creían 
que eran las matemáticas, nuestros vecinos y 
nuestros amigos también así piensan que 
son, los autores de libros también presentan 
las matemáticas como frías, rígidas, 
inflexibles y casi todo el mundo ha creído en 
esta “falsa publicidad”. Las matemáticas son 
las menos culpables de que las hayan mal 
etiquetado como difíciles y aburridas. Es 
increíble como la columna vertebral del 
desarrollo de la sociedad puede considerarse 
así. Por suerte, existen muchos que han 
descubierto la belleza y utilidad de las 
matemáticas y se han dado cuenta que no 
sólo son bellas, sino que producen belleza y 
tecnología. 
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Al iniciar cualquier viaje debemos estar totalmente preparados 
nara emnrenderlo. 


“La sabiduría clama de fuera, Da su voz en las plazas, 
Clama en los principales lugares de reunión, En las 
entradas de las puertas de la ciudad dice sus razones; 
¿Hasta cuándo, oh simples, amaréis la simpleza, Y los 
burladores desearán el burlar, Y los insensatos 
aborrecerán la ciencia? Volveos a mi reprensión. He aquí 
os derramaré mi Espíritu, Y os haré saber mis palabras” 
Proverbios 1:20-23 


UNIDAD | INTRODUCCIÓN 


ebido a que la aritmética es la 

Icimentación en la cual se sostiene el 

edificio de las matemáticas, este 
capítulo es fundamental para dominarlas, ya 
que si no sabemos realizar las operaciones 
aritméticas, no tendremos éxito en aprender 
matemáticas, mucho menos lograremos 
aplicarlas. Es decir, del éxito que obtengamos 
en esta área, dependerá nuestro futuro éxito 
en las matemáticas en general. 


Una comprensión completa de la aritmética 
resulta fundamental para entender 
adecuadamente las matemáticas básicas, 
incluyendo al álgebra y la geometría, Por esta 
razón, a la aritmética se le considera “la 
puerta de entrada” al mundo de las 
matemáticas. De hecho, considero a la 


matemática como un túnel, el cual sólo tiene 
una entrada, aunque muchas ramificaciones 
y salidas. Así que para poder entrar al túnel 
matemático, es necesario que entremos por 
su única puerta que es la aritmética. Muchos 


de mis estudiantes quieren urgentemente 
aprender matemáticas cuando están 
reprobados oO cuando cursan álgebra, 
geometría analítica o cálculo infinitesimal; 
pero esto no es posible, porque el túnel 
matemático es cerrado y no tiene otra entrada 
que no sea la aritmética. Por esta razón, los 
temas de aritmética que mínimamente se 
deben aprender son: Tablas de multiplicar y 
de sumar, operaciones básicas con números 
enteros, operaciones básicas con números 
decimales, operaciones básicas con números 
fraccionarios. Si no dominas estos temas tan 
sencillos, se te dificultará el aprendizaje de 
las matemáticas y te parecerán difíciles 
porque no dominas lo fácil. 


Las llaves que permiten abrir la puerta de la 
aritmética son: decisión, ganas, alegría, 
optimismo, esfuerzo y dedicación, Sólo con 
esto podrás abrirla de par en par, entrar por 
ella y observar las maravillas que te ofrece. 


Si estás listo para iniciar el viaje, abre tu 
mente y quita el temor y miedo hacia las 
matemáticas, ya que el miedo es el peor 
enemigo del aprendizaje. 


Recuerda siempre que cada día debes 
estudiar una unidad completa y que cada 
unidad incluye su ejercicio, el cual debes 
resolver totalmente antes de pasar a la 
siguiente unidad. 


Debido a que la aritmética y el álgebra son los 
cimientos en la cual se sostiene el edificio de 
las matemáticas, esta PARTE es fundamental 
para dominarlas, pues si no sabemos realizar 
las operaciones aritméticas y algebraicas, no 
tendremos éxito en aprender matemáticas, 
mucho menos lograremos aplicarlas. 


Los primeros cursos de matemáticas en las 
escuelas secundarias y de bachillerato 
comprenden el álgebra, como parte 
fundamental de las ciencias matemáticas. El 
álgebra contiene los conceptos básicos para 
la comprensión de todos los temas más 
avanzados de matemáticas. En el edificio 
matemático constituye el nivel que sigue 
después de la Aritmética. 
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Una comprensión completa de la aritmética y 
álgebra resulta fundamental para entender 
adecuadamente las matemáticas necesarias 
en cualquier campo científico o técnico. Por 
esta razón, a la aritmética y álgebra son los 
cimientos de todas las matemáticas y se les 
considera “la puerta de entrada” al mundo de 
las matemáticas. Los temas de aritmética y 
álgebra que mínimamente deben aprender 
están en este libro, los cuales te facilitaran el 
aprendizaje de las matemáticas superiores. 
Es necesario trabajar arduamente con los 
fundamentos para poder  dominarlos, 
obteniéndose grandes beneficios de este 
esfuerzo en el futuro, cuando trabajes con 
Geometría y Trigonometría, Geometría 
Analítica, Cálculo Diferencial, Cálculo Integral 
y Probabilidad y Estadística. 


El aprendizaje por cuenta del estudiante debe 
ser de los temas siguientes: Tablas de 
multiplicar y de sumar, operaciones básicas 
con números enteros, operaciones básicas 
con números decimales, operaciones básicas 
con números fraccionarios. Si no dominas 
estos temas tan sencillos, debes por tu cuenta 
trabajar mucho para aprenderlos, porque de 
no hacerlo se te dificultará el aprendizaje de 
las matemáticas y te parecerán difíciles 
porque no dominas lo fácil. 


M 


En las tablas siguientes se muestran las 
operaciones aritméticas y su operación 
algebraica equivalente, se ve claramente que 
el álgebra es una generalización de la 
aritmética y que necesitamos dominarla para 
poder dominar el álgebra y las matemáticas 
en general. 


1.2 OPERACIONES 


SEMEJANTES 
ARITMÉTICA | ÁLGEBRA 
321 + |3a2+2a+1 + 
257 2a2+5a+7 
578. 502+74+8. 


ARITMÉTICA | ÁLGEBRA 

el x | 3a2+2a+1 a 
LL 3a+1 

963 9a3+6a2+3a 

3 > q$ee 3a2+2a+1 
9951 9a3+9a2+5a+1 


Lo anterior, se aplica a las demás operaciones 
aritméticas y todas pueden generalizarse en 
álgebra, de ahí la importancia de dominar las 
operaciones aritméticas básicas, ya que sin 
esto no aprenderemos álgebra y las 
matemáticas superiores. Si consideras que 
estos temas no los dominas, urgentemente 
estúdialos por tu cuenta y compleméntalos 
con los temas de esta guía. 


Recuerda siempre que debes estudiar cada 
día al menos dos horas diarias y que cada 
tema incluye un ejercicio que debes resolver. 
Hacer ejercicios o resolver problemas es lo 
que te permite reforzar el aprendizaje y 
hacerlo permanente. 


1.3. DEFINICIÓN 
ARITMÉTICA 


Aritmética, literalmente significa, el arte de 
contar. La palabra deriva del griego 
arithmetike, que combina dos palabras: 
arithmos, que significa 'número”, y techne, 
que se refiere a un arte o habilidad. Su 


DE 
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significado etimológico sería el arte oO 


habilidad con los números.1 


Su definición es: La rama de las matemáticas 
que se encarga del estudio de los números, 
sus operaciones y sus aplicaciones. Todo lo 
que sea numérico es estudiado por la 
aritmética. Es una de las más antiguas, ya que 
por diversas razones la practicaron los 
pueblos primitivos, quienes tuvieron que idear 
algún sistema para contar y calcular. 


Las operaciones de la aritmética son: suma, 
resta, multiplicación, división, potenciación, 
radicación y logaritmación. Generalmente 
solo se consideran como operaciones 
aritméticas básicas a la suma, resta, 
multiplicación y división. 

OPERACIÓN DIRECTA | OPERACIÓN 

INVERSA 


División 


Multiplicación 


Potenciación o | Radicación 

Exponenciación (Extracción de 
Raíces) 

Logaritmación Anti logaritmación 


Podemos concluir que existen operaciones 
directas, donde cada una de ellas tiene su 
operación inversa. Así, la resta es inversa a la 
suma, la división a la multiplicación y la 
radicación a la exponenciación. 


En virtud de que la aritmética trabaja 
exclusivamente con números, es necesario 
estudiar primeramente su clasificación y sus 
propiedades. 


1.4 CONJUNTOS DE NÚMEROS 


Conjunto: Colección de elementos u objetos 
que poseen características comunes. 


l"Aritmética", Enciclopedia  Microsofte 


Encartad 98 O 1993-1997 Microsoft 
Corporation. Reservados todos los derechos. 


Para representar los conjuntos utilizaremos 
las letras mayúsculas. Los elementos de un 
conjunto se encierran entre llaves A 


Número: Es un símbolo gráfico que nos 
representa una cantidad. 


En nuestro sistema de numeración decimal, 
utilizamos como base el número 10 y se 
forma por los diez dígitos siguientes: 


(0, a 2, 3 4, E 6, rá 8, 9) 


Combinando estos símbolos de manera 
conveniente, pueden representarse todos los 
números. Observa que debido a la base 
utilizada, estos diez símbolos combinados son 
suficientes para formar todos los números por 
muy grandes o pequeños que sean. También, 
que sólo trabajarás con estos diez símbolos y 
sus combinaciones. 


Dar una definición exacta de número es un 
poco difícil, ya que los números son entes 
abstractos que nos dan idea de cantidad en 
nuestra mente, pero no existen como tal en la 
naturaleza. De hecho, en eso radica la 
dificultad de las matemáticas, que trabajas 
con números y signos que no existen en el 
mundo real. Por lo tanto, tenemos que 
trabajarlos en nuestra mente, por esto 
demanda una gran atención y concentración 
mental, pero si vas aprendiendo en orden y 
gradualmente, llegará el momento en que 
pensaras matemáticamente y a partir de ahí, 
dominaras totalmente esta materia. Las 
matemáticas representan al mundo real sin 
utilizar elementos del mundo material, de ahí 
su importancia, pero también su dificultad, ya 
que sin manipular o tocar las cosas, podemos 
hacer operaciones con ellas. Por ejemplo, 
podemos hacer operaciones con los números 
sin necesidad de manipular las cantidades 
reales que representan, por ejemplo, sumar 
4300 naranjas con 5250 naranjas sin reunir 
las naranjas en un recipiente o algún lugar. 
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Puedes hacer los cálculos u operaciones 
anticipadamente, aun antes de que se 
realicen en la realidad. Por ejemplo, ¿Cuántos 
pantalones de mezclilla de $120 pesos me 
puedo comprar la próxima semana con $ 500 
pesos? Como humano tienes la idea de 
número y aptitudes suficientes para las 
matemáticas, ya que sin hacer la división 
sabes que son 4 pantalones los que te puedes 
comprar con esa cantidad. 


Al número solo, como el 12, se le denomina 
número abstracto y nos puede representar 12 
unidades de cualquier clase. En cambio, 
cuando se especifica la clase, unidad o tipo 
además del número, entonces se dice que es 
un número concreto, por ejemplo, 12 
manzanas, 3 cuadernos, 10 lápices, 15 
metros, 7 kilómetros por hora; todos son 
ejemplos de números concretos. 


Los números abstractos se suman con 
números abstractos y los números concretos 
se suman o restan con números concretos 
pero del mismo tipo. Por ejemplo, si tengo 3 
manzanas + 5 naranjas y a eso le agrego 9 
naranjas + 7 manzanas, entonces resulta: 


(3 +7) manzanas + (5 +9) naranjas = 10 
manzanas + 14 naranjas. 


En cambio, si se trata de puros números 
abstractos, si a 3+5 le añado 9+7, entonces 
resulta: 8 + 16 = 24. Como no se 
especifica su tipo, entonces pueden sumarse 
todos los números directamente. 


De la misma forma, si sumamos 3x + 4y con 
5x + 7y, tendremos que sumar las x con las x 
y las y con las y. Esto es: 


3x + 5x + 4y + 7y = 8x + 11y. 


Número Dígito: es el que consta de una sola 
cifra o guarismo. Por ejemplo, 1, 2, 3, 4, 9. La 
palabra dígito proviene de dedo, ya que se 
utilizaban los dedos para contar. 
Actualmente, se utiliza mucho la palabra 
digital, principalmente en las computadoras y 
la electrónica. Digital significa que trabaja o 
procesa información almacenada 


numéricamente. Por ejemplo, el CD “Compact 
el DVD “Digital 


Disc” o disco compacto, 


Versatile Disc” y el Blu-Ray almacenan la 
música, vídeo, animación, texto, sonido y 
películas en secuencias de números. Es 
increíble que todos estos tipos de información 
los trabajen numéricamente. La Computadora 
y la Electrónica Digital, son los mayores 
inventos basados en las matemáticas. 


A continuación debes conocer e identificar los 
diferentes tipos de números: 


Números Naturales: son los números que 
utilizamos para contar y que se denominan 
también números enteros positivos. Se 
representan por: 


N=(1,2,3,4 5,68, 1,8, 9, 10, 11, 12...) 


Los puntos suspensivos indican que la serie 
continua indefinidamente, es decir, los 
números naturales no tienen fin. 


El nombre de naturales se debe a que estos 
números surgieron en forma espontánea o 
natural, cuando el hombre tuvo necesidad de 
contar sus objetos o pertenencias. Por esta 
razón, los números naturales fueron el primer 
conjunto de números que se formó. 


Algunos autores consideran el O como 
número natural. 


Números Enteros: Se definen como los 
números que contienen a la unidad una 
cantidad exacta de veces También, como 
aquellos que representan cantidades 
completas y no incluyen punto decimal. Se 
forman por los enteros negativos, el cero y los 
enteros positivos. 


Esto es: 


L= La TO, , 8 AD, AL, 0d, 
e HO O LS, Y LO.) 


Los números naturales son un subconjunto o 
una parte de los números enteros. 


Los enteros positivos se utilizan para 
representar aquello que nos beneficia, tales 
como: ganancias, incrementos, crecimientos, 
altas, pagos, ingresos, etc. Los enteros 
negativos representan lo que nos perjudica, 
tales como pérdidas, disminuciones, 
decrementos, bajas, deudas, etc. 
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Obviamente, no nos beneficia incrementar 
nuestras deudas o nuestras enfermedades, 
ya que esto son cantidades negativas y nos 
perjudican. 


Por ejemplo: 

ACCION SE REPRESENTA POR 
Gané 300 +300 

Perdí 200 -200 

Creció 5 +5 

Bajé 10 -10 

Debo 600 -600 

Recibí 800 +800 

Cobré 1500 + 1500 

Descendí30  |-30 


1.5 SIGNOS DE RELACIÓN 


Al comparar o relacionar dos cantidades a y b, 
sólo existen tres posibilidades: 


Que a sea mayor que b, o sea, a > b, que a sea 
menor que b, esto es, a < b o que sean 
iguales, es decir, a = b. A esto se le conoce 
como tricotomía. 


Por ejemplo, 5<8,8>5,6=6,0>-1y-2> 
-6. 


Debemos tener en cuenta, que de acuerdo a 
su posición en la recta numérica, un número 
es mayor a otro cuando está a su derecha. Por 
esta razón el O es mayor que todos los 


números negativos, porque está a la derecha 
de todos ellos. También, -1 es mayor que -7, 
porque está a la derecha de él. 


El conjunto de los números reales se ordena 
con base en las siguientes relaciones de 
orden: 

< menor que 
igual que 


> mayor que = 


Ejemplos 
e 4<7;24es menor que 7 
e 9>-1;9es mayor que -1 
e  12/3= 4; 12 entre 3 es igual que 4 


Postulado de tricotomía: 


Sia, b e R,entonces al compararlos se 
pueden presentar sólo uno de los siguientes 
casos: 


e a>b 
e a<b 
e a=b 


Postulado transitivo: Sean a, b,c eR,sia>b 
yb>centonces:a>c 


Postulado aditivo: Para a, b,c e R,sia > b, 
entonces: a+c>b+c 

Postulado multiplicativo: Sean a, b,c R, con a 
>b, 

Sic > 0 (c es positivo), entonces ac > bc. 

Sic <0 (c es negativo), entonces ac < bc. 

Los signos de relación se utilizan para indicar la 


relación que hay entre dos cantidades. 
e El signo = se lee igual a. x=y se leerá 


“equis igual a ye”. 

e El signo + se lee diferente de. x xy se leerá 
“equis diferente de ye”. 

e El signo > se lee mayor que. x>y se leerá 
“equis mayor que ye”. 

e El signo < se lee menor que. x<y se leerá 
“equis menor que ye”. 

e El signo > se lee mayor o igual que. 

e El signo < se lee menor o igual que. 


ROo—eoeoeeeooeeeo o  _ — ____——___—___Q——_—___—_ _ __ __ _ _______ ____—_—JJJJJJJJJz———— 
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Definimos a la recta numérica como una línea graduada en donde se representan 
exclusivamente los números reales. A cada punto de la recta le corresponde uno y solo un 
número real, e inversamente, a cada número real le corresponde uno y solo un punto de la recta 
numérica. A esta relación se le conoce como correspondencia biunivoca (única entre dos). 


A la recta numérica también se le conoce como recta de coordenadas o simplemente recta real. 


RECTA NUMERICA 


En la recta numérica podemos sumar y restar, para lo cual, nos moveremos a la derecha cuando 
la cantidad sea positiva y a la izquierda si es negativa. 


Por ejemplo, para sumar 5 + 7, del origen o O, nos movemos 5 unidades a la derecha, quedando 
en el número 5; ahora a partir del 5, nos movemos 7 unidades a la derecha, debiendo ser el 
resultado igual a 12, puesto que sobre este número quedamos situados. También, para sumar 
-3 + -6, primero nos movemos 3 unidades a la izquierda y a partir del -3 nos movemos 6 
unidades a la izquierda y el resultado es -9, puesto que sobre este número quedamos situados. 


De la misma forma, para sumar 5 + -7, del origen o O, nos movemos 5 unidades a la derecha, 
quedando en el número 5; ahora a partir del 5, nos movemos 7 unidades a la izquierda, debiendo 
ser el resultado igual a -2, puesto que sobre este número quedamos situados. También, para 
sumar 12 + -9, primero nos movemos 12 unidades a la derecha y a partir del 12 nos movemos 
9 unidades a la izquierda y el resultado es 3, puesto que sobre este número quedamos situados. 


Observa que la primera cantidad siempre se ubica a partir del O, por ser el origen y los demás 
sumandos a partir de la posición del sumando anterior. 


Otra forma para comparar los números reales es colocarlos en la recta numérica. Si el número a 
se encuentra a la derecha de b, entonces a > b, pero, si se encuentra a la izquierda, entonces a 
< b. 


En la recta numérica los números enteros se representan como: 


Recta Numérica 


— rre 
-9 -8-7-6 -5 -4 3 -2 -1 0 +1+2+3+445+6+7+8+9 
rica "Diióa 


Números enteros negativos Números enteros positivos 


Sus propiedades son: 

(Z1) Un número colocado a la derecha es mayor que los que están a su izquierda. 

(Z2) Un número colocado a la izquierda de otro es menor que el que está a su derecha. 
Por ejemplo: 


(a) 6 > 3 Porque el 6 está a la derecha de 3. El símbolo “>” se lee como “mayor que” 
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(b) -3 < O Porque el -3 está a la izquierda de O. El símbolo “<” se lee como “menor que”. 
(c)-4 >-5 Porque -4 está a la derecha de -5. 

(d) -6<-3 Porque -6 está a la izquierda de -3. 

Observa que la punta de los símbolos siempre señala hacia el número menor. 


Nota: el CERO es mayor que todos los números negativos, porque está a la derecha de 
todos ellos. 


(23) El conjunto de números enteros son simétricos, es decir, para todo número a existe un 
número -a. Por ejemplo, de +3 su simétrico es -3, de -17 su simétrico es 17. 


Números simétricos: son aquellos números que están a la misma distancia del origen de la recta 
numérica. Por ejemplo: 6 y -6, -4 y 4. 


Una propiedad interesante es la siguiente: 

Propiedad: La suma de dos números simétricos entre si es igual a O. 
Esto es: ata=34-=3a=3+9=0 

Por ejemplo, 6+6=0; 6+-6=0; 6-6=0 


Números Racionales: son aquellos que se pueden expresar como cociente de 2 números enteros 
y se representan por: 


> siendo a y benteros y bx*0 


Esto significa que los números racionales, se pueden escribir de la forma a/b siendo a y b 
números enteros, con la condición de que b + O, esto se lee como b diferente o distinto de O. Lo 
anterior se debe a que la división entre O, es la operación más prohibida en matemáticas y nunca 
debe realizarse, pues 0/0 o x/O no están definidas. Por ejemplo: 


Sy +31 31 


1 1 6 
+ 6 Y 4” De E 


Todos estos números son racionales. Puede verse que los famosos quebrados o fracciones, son 
números racionales. 


Si dividimos los números enteros entre la unidad, los números no cambian. Esto es: 

5 35 A 3 2 1 

== 3 > 

L* 1 Y Y dd 1 

Esto significa que los números enteros son un subconjunto de los números racionales, es decir, 
están comprendidos dentro de ellos. 


Los números cuyas cifras decimales se repiten infinitamente o cíclicamente, también son 
racionales. Los números racionales se representan por Q. Ejemplos: 


RhQOoo—_-—_ ————JJFz————AAAA<á. _—mooe——o——oooo———————JJ——J  ——— 
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=0.3333333333333333333... 


0.6666666666666666666... 


| D|h w|R= 


l 


0.1666666666666666666... 


0.181818181818181818... 


Zn o 


| w 


0.428571428571428571428571... 


[ra 


0.0.2307692307692307692307692... 


7 
(95) 


Para comparar dos números racionales se realiza un producto cruzado, como se ejemplifica a 
continuación: 


1) Comparar 9 /4 y 5/2 


Solución: Se realiza el siguiente procedimiento: Se multiplica el numerador 9 de la primera 
fracción por el denominador 2 de la segunda y el producto se coloca debajo de la primera 
fracción; enseguida se realiza la multiplicación del denominador 4 de la primera fracción por el 
numerador 5 de la segunda y el producto se coloca debajo de la segunda fracción, el resultado 
de los productos y se coloca el signo correspondiente. Resulta: 


9(2) y 4(5), por lo tanto 18 < 20. Conclusión 9 /4 < 5/2 
2) Comparar -3/2 y - 7/3 
Solución: Multiplicando el numerador -3 de la primera fracción por el denominador 3 de la 
segunda y el producto se coloca debajo de la primera fracción; enseguida se realiza la 


multiplicación del denominador 2 de la primera fracción por el numerador -7 de la segunda y el 
producto se coloca debajo de la segunda fracción. Resulta: 


-3(3) y 2(-7), por lo tanto -9 > -14. Conclusión -3 /2 > - 7/3 


Números Irracionales: son aquellos números que no son racionales, es decir, no pueden 
expresarse como cociente de dos enteros. Los números cuya fracción decimal no termina ni se 
repite cíclicamente, son números irracionales. Se representan por Q' 


Ejemplos de Números Irracionales: 


-/3 =1.73205080 7569... 
7 = 3.14159265 359... 
e =2.71828182 8459... 
-/2 =1.41421356 2373... 
etc. 


Números Reales: Es el conjunto de números compuesto por los números racionales y los 
números irracionales. Se representan por R. 
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En la gráfica anterior se representan los números irracionales: x, e y 42, además de algunos 
números enteros. Todos ellos son números reales. 


VALOR ABSOLUTO 


Los números tienen un valor independientemente de su posición en la recta numérica, esto es 
el valor absoluto de un número, es la distancia del O al número, sin tomar en cuenta el sentido 
del recorrido, es decir, sí está a la izquierda o a la derecha del cero, dado que la distancia siempre 
es positiva. 


El valor absoluto de un número se representa por 2 barras verticales, o sea: | a | 


a sia>0 + Siel número es positivo, queda positivo. 
lal = a + Siel número es negativo, CAMBIA a positivo. 


=4a si a<0 
Es el número natural que resulta de suprimir el signo. 
[757 
|7|=7 


Observa que el valor absoluto de un número, es igual al número pero sin signo, es decir, el valor 
absoluto siempre da como resultado un número positivo. 


Por ejemplo: (a) |10-7 | =|3]| =3 

(b) |7-10|=|-3]| =3 

(B)  115-11]|=|4| =4 

(0d — 110=15[=]3]=3 
Ejemplos: 
* 13|=3 
- |-3/=3 
* |40|=40 
. |-78|=78 
+ |300| = 300 
»  |-500|=500 


En el esquema siguiente se muestra la relación existente entre los diferentes conjuntos de 
números: 


qQRrOon——eeOOuIO A AAA 
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Numeros Reales 


Números Racionales 


Enteros Coto 


Naturales 


Enteros Negativos 


Números Irracionales 


Propiedades: 


Operaciones --] Multiplicación |--» - Conmutativa: a-b=b-a 
con números naturales — Asociativa: (a - b) -c =a-(b-c) 


— Distributiva: a -(b+ c)=a-bw+a-c 


Exacta: El resto es cero. 
Dividendo = divisor - cociente 


Entera: El resto es distinto de cero. 
Dividendo = divisor - cociente + resto 


Producto: a” - a” =a”"” 
Potencias Cociente: a”: a”= a” " 
n e-- EXPONENTE Potencia de una potencia: (a”)” = a”” 
Potencia de exponente O: a? = 1 (a 0) 
Potencia de exponente 1: al = a 


BASE —= A 


Raíz exacta: Si Ya = b, entonces b?= a. 
Raíz entera: La raíz entera de 34 es 5. 


r 
Ú 
1 
l] 
Ú 
1 
Ú 
1 
Ú 
Ú] 
1 
1 
I 
Ú 
1 
Lan 
Ú 
Ú 
1 
1 
Ú 
Ú 
Ú 
1 
Ú 
1 
Ú 
Ú 
1 
Ú 
Ú 
L 


5 < 34 < 6? 
El resto es: 34 — 5? = 34 — 25 = 9. 


1.6 SISTEMA DE NUMERACIÓN DECIMAL 


En nuestro sistema de numeración decimal, un número está compuesto de diferentes cifras, 
cuyo valor depende de la posición que ocupe dentro del número, es decir, nuestro sistema de 
numeración es posicional. Por conveniencia, a cada posición se le ha designado un nombre, 
mostrándose estos en la siguiente figura: 


Por ejemplo: 
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Unidades 
Decenas 

7 
Millares 


Décimas 
Centésimas 
dAñaS 


. 3343 34333 


1 _Millonésimas 
Millones ] sl | Cienmilésimas 
Decimal Diezmilésimas 
Centenas de Millares 


Decenas de Millares 


3 Representa 3 unidades 

33 Representa 3 decenas y 3 unidades 

333 Representa 3 centenas, 3 decenas y 3 unidades 

3333 Representa 3 millares, 3 centenas, 3 decenas y 3 
unidades 

03 Representa 3 décimos 

0.33 Representa 3 décimos y 3 centésimos 

0.333 Representa 3 décimos, 3 centésimos y 3 milésimos 


Diversas y variadas son las curiosidades que merece la pena conocer acerca del citado sistema 
decimal. No obstante, entre las mismas se encuentran, por ejemplo, las siguientes: 


1. Se considera que el mismo fue una invención de los hindúes y que al territorio europeo llegó 
de manos los árabes. 

2. Los historiadores y demás expertos en la materia coinciden en subrayar que posiblemente el 
hecho de que sea una sistema basado en el 10 es debido a los diez dedos que tenemos entre 
las dos manos y que, a lo largo del tiempo, el hombre ha utilizado para contar. 

3. En lo que respecta al llamador separador decimal existen fundamentalmente tres opciones: 
la coma, el punto y la coma alta *. Para el separador decimal en España, por ejemplo, se 
prefiere usar la coma mientras que en Estados Unidos y México se opta más por el punto. La 
Real Academia Española aconseja para separar la parte entera del decimal debe usarse la 
coma, según establece la normativa internacional: El valor de rr es 3,1416. No obstante, 
también se admite el uso anglosajón del punto, extendido en algunos países americanos. 

4. Como hemos mencionado anteriormente, las agrupaciones que posee se forman de 10 en 
10, lo que da como resultado que existan, dentro de lo que son las unidades por ejemplo, 
tanto las unidades en sí como las decenas o las centenas. 


El sistema de numeración decimal es un sistema posicional. En este sistema utilizamos diez 
dígitos, que son: O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, y 9. Por ello decimos que el sistema decimal es de base 
diez. 

En este sistema, cada cifra representa un valor distinto dependiendo de su ubicación en el 
número. 


Esto quiere decir que el principio de agrupamiento de este sistema es diez, en donde cada 10 
unidades se forma otra de carácter superior, la cual se escribe a la izquierda de la primera de 
las unidades. Esto es ilustrado en el ábaco, en donde cada vez que tenemos 10 fichas en una 
varilla, las transformamos en una de la varilla inmediatamente izquierda y la ubicamos en ésta, 
con lo cual obtenemos que 10 unidades equivales a una decena, que 10 decenas equivalen a 1 
centena y así sucesivamente. 
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Una decena de S A : S 
millón = 10.000.000 Anemia de mil= 
z 1.000 unidades 
unidades 


Una centena de mil = 
100.000 unidades 


Observa que, el orden de las unidades viene dado por el lugar que ocupan las cifras de un 
número consideradas de derecha a izquierda. Cada tres órdenes de unidades forman una 
clase con los nombres de unidad, decena y centena de la clase correspondiente. Por ejemplo, el 
número 1575, lo reunimos como 10 grupos de 100 = 1000 unidades, en 5 grupos de 100 
unidades = 500, en 7 grupos de 10 unidades = 70 y en 5 elementos de 1 unidad = 5 y sumados 
dan las 1575 unidades. Note que los grupos de 100 unidades en total son 10 + 5 = 15 x 100 = 
1500 y se pueden agrupar porque son centenas y son del mismo tipo. Es más fácil de manejar y 
hacer las operaciones con el número compacto 1575 que con sus componentes 1000 + 500 + 
70 + 5, de ahí que se prefiera usar de esa manera. 


/0008500 


En general, contamos de 10 en 10 y agrupamos de 10 en 10 porque nuestro sistema es decimal. 
Se forman siempre grupos de 10 en 10: 10 unidades hacen una decena, 10 decenas hacen una 
centena, etc. Veamos una representación gráfica del número 236, siguiendo este principio: 
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Vemos que dentro de cada círculo tenemos 10 grupos de 10 elementos o unidades y en total, 
se tienen 23 grupos de 10 elementos = 230 unidades más las 6 unidades nos da un total de 
236 unidades. Al realizar las operaciones aritméticas siempre contamos grupos completos y su 
cantidad entera la acarreamos o nos la llevamos al siguiente orden y escribimos las unidades 
sueltas que no completan una decena o grupo completo. Por ejemplo, en la suma siguiente, en 
la columna de las unidades sumamos O + 3 + 9 = 12, escribimos el 2 y un grupo completo nos 
lo llevamos o acarreamos al orden siguiente o columna. Aquí sumamos el acarreo 1+5+8+6 
= 20, que nos da 2 grupos completos de 10 unidades y no sobra nada, así que anotamos O y 
nos llevamos 2 al siguiente orden o columna. Aquí sumamos el acarreo 2 + 7 +5= 14, que nos 
da 1 grupo completo de 10 unidades y sobran 4 unidades, así que anotamos 4 y nos llevamos 1 
al siguiente orden o columna. Por último, sumamos el acarreo 1 + 1 = 2 y se obtiene el resultado 
de 2402 unidades. 


l-4 1] ¿— acarreo 
MCODU 
7 5 0 ¿— 1” sumando 
15.8 3 ¿<— 2” sumando 
+ 6 9 ¿— 3” sumando 
2 4 0 2 ¿4— total 


1.7 OPERACIONES ARITMÉTICAS BÁSICAS Y SUS SIGNOS DE 
OPERACIÓN 


Al igual que en la aritmética, en el álgebra se usan las operaciones de suma, resta, multiplicación 
y división. Adicionalmente están las operaciones de potenciación, radicación y logaritmos. El 
resultado de las operaciones, se representa utilizando el signo de IGUAL: = 


Las operaciones aritméticas básicas son: 
1.7.1 SUMA 


En la suma se utiliza el signo (+). Así, por ejemplos x+y se leerá “equis más ye”. La SUMA es la 
operación aritmética mediante la cual, teniendo dos o más números, se acumula la cantidad de 
unidades que cada uno representa, para obtener otro número que representa la cantidad de 
todos ellos. La suma o adición es una operación que tiene por objeto reunir o agrupar varias 
cantidades en una sola. 


Cada uno de los números que representan las unidades de uno y otro grupo, se denominan 
SUMANDOS. 


Para calcular la suma se procede de la forma siguiente: 

Por ejemplo, sea calcular la suma de 1647 + 735 

Designando por S la suma que deseamos calcular, queda: 
S = 1647 + 735 


Separando cada sumando en sus unidades de diversos órdenes, se obtiene: 


S = (1 millar + 6 centenas + 4 decenas + 7 unidades) + (7 centenas + 3 decenas + 5 unidades) 
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Ahora ordenando y colocando cada unidad con las de su mismo tipo, ya que en matemáticas 
sólo se pueden sumar cantidades del mismo tipo a los cuales se les llama términos semejantes, 
se obtiene: 


S = 1 millar + 6 centenas + 7 centenas + 4 decenas + 3 decenas + 7 unidades + 5 unidades 


Empezando la suma a partir de las unidades, ya que al sumarlas nos podrían rebasar las 10 
unidades y dar origen a una decena, que es una unidad de orden superior. Si al sumar las 
unidades rebasamos las diez unidades, como en este caso 7 unidades más 5 unidades nos dan 
12 unidades, entonces dejamos solo las 2 unidades y nos llevamos 1 decena para sumarla con 
las decenas; a esta operación se le llama acarreo. 


Queda: 
S = 1 millar + 6 centenas + 7 centenas + 4 decenas + 3 decenas + 1 decena + 2 unidades 


Ahora sumando las decenas, 4 decenas + 3 decenas + 1 decena = 8 decenas. Como no rebasó 
las 10 decenas, se dejan las 8 decenas. Esto es: 


S = 1 millar + 6 centenas + 7 centenas + 8 decenas + 2 unidades 


Ahora sumando las centenas, 6 centenas + 7 centenas = 13 centenas. Como rebasó las 10 
centenas, entonces dejamos 3 centenas y nos llevamos 1 millar igual a 10 centenas, para 
sumarlo con los millares. Queda: 


S = 1 millar + 1 millar + 3 centenas + 8 decenas + 2 unidades 
Sumando los millares, 1 millar más 1 millar es igual a 2 millares. 
Finalmente la suma sería: S= 2 millares + 3 centenas + 8 decenas + 2 unidades 
Escribiendo el resultado sin las unidades de diverso orden, queda: 
S = 2382, es decir, 1647 + 735 = 2382. 


Lo anterior se mostró con el objeto de que sepas como se obtuvo el método para hacer la suma, 
ya que efectivamente existe un método más abreviado y práctico, el cual es el que utilizaremos 
de ahora en adelante, ya que nos permite hacer las sumas en forma más rápida. 


REGLA PARA SUMAR NÚMEROS ENTEROS 


1. Se disponen todos los sumandos de manera tal que queden alineados por la columna de 
sus unidades. 

2. La suma se realiza de derecha a izquierda. Se suman las unidades de todos los 
sumandos, de este resultado, anotamos los valores de las unidades que sean inferiores 
a 10 y acarreamos las unidades de orden superior (mayores que 10) que resulten. Se 
continúa de la misma forma sumando la columna de las decenas, centenas, millares, etc., 
Hasta que no quedan más elementos de orden superior. El resultado obtenido es la suma 
buscada. 

3. Se comprueba la suma, cambiando el orden de los sumandos o mediante la regla del 9, 
la cual se tratará más adelante. 


Ejemplo: 1.- Sumar 37 748, con 8 839, con 575, con 17 y con 8. 


Solución: Alineando los sumandos por su columna de las unidades: 


Á_A<——_—_—_—_—__—_——_—_—_—_—_—_—__—_—__—_—___—_—__—_—_—_—_—_————= 
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3 7 7 A 3 
Ss 5-3 Y 
6d > 7-3 
1 7 
8 


Sumando las unidades 8 + 9 + 5+ 7 +8 =37 anotamos 7 y nos llevamos 3 a la columna de las 
decenas. Se obtiene: 


3 
3 1 7 4 8 
SS 8-3 Y 
+ E 
L 
8 
7 


Ahora sumando la columna de las decenas, se tiene: 3 (acarreo)+ 4 + 3 +7 + 1=18. Anotamos 
8 y nos llevamos 1 a la columna de las centenas. Queda: 


1 3 
3 7 7 4 8 
E E 
+ SS + 3 
L 7 
8 
8 7 


Ahora sumando la columna de las centenas, se tiene: 1 (acarreo)+ 7+8+5=21. Anotamos 1 
y nos llevamos 2 a la columna de los millares. Se obtiene: 


Á_AÁA—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—__—_—__—_—_—_—__—_—_—_—_——————— 
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2: L 3 

3 7 7 4 8 

5 8 3 Y 

+ > 7-3 

£. E 

8 

La Y 


Ahora sumando la columna de los millares, se tiene: 2 (acarreo) + 7 + 8 = 17. Anotamos 7 y 
nos llevamos 1 a la columna de los diez millares. Se obtiene: 


12Z 1 3 
3 7 7 4 8 
Ss. _.RX>QX—xXKQLÑ=ÁApñÁoYg 

$ a Y 3 
: 

8 

E ES E 


Finalmente, sumando la columna de los diez millares, 1 (acarreo) + 3 = 4. 


1 2 L 3 Acarreos 

3 7 7 4 8 Sumando 

se 8 3 Y Sumando 

+ o Y 3 Sumando 
L $ Sumando 

8 Sumando 


4 71.8 7 Suma o Resultado 
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TABLA DE SUMAR 


Por ejemplo, para hallar la suma de 12 + 13, entra en el renglón del 12 y en la columna del 13 
y el valor que aparece en donde se interceptan es la suma pedida, que en este caso es 25. 


A AA 
2 E 4 WMMo Hs Mi o MA 12 OM 14 ON 16 
5 E AAA A AE A 
MN + o WNWs MM 10 MMM 12 DAN 14 NA 16 NM is O 
¡Ss E NE SA ASAS MAA Ms MOMO 
ON 7 g MM 10 MI 12 MAN 14 DN 16 MA is MAN 20 
7 E A ac o 
2 E 10 MM 12 MON 14 MAN 16 MA 1s MN 20 MMM 22 PA 
y o Nica A e 
o ql 12 MEN 14 BN 16 MMM 1s HOM 20 PIM 22 PAN o. 
ES > Sinister usos 
2 E 14 MN 16 MM 1s MOM 20 PM 22 MOM 24 MA 26 A 
13 Mile io era estas as 
+ ES 16 MJ 138 MN 20 EM 22 EAN 24 MM 26 MM >s ES 
15 E SR sa 
1.7.2 RESTA 


En la resta se utiliza el signo (-). Así, por ejemplo x-y se leerá “equis menos ye”. A la resta también 
se le llama Substracción o Diferencia. Se define como la operación que tiene por objeto, dado 
un número llamado minuendo y otro número llamado sustraendo, hallar la resta, exceso o 
diferencia. 


“ul 


Se representa por: Resta = minuendo - sustraendo. El signo de la resta es “-“que se lee “menos”. 
El minuendo y el sustraendo son los términos de la resta. Podemos decir que término es todo 
número separado por los signos + o -. Los que están precedidos de + se les llama términos 
positivos y los que van precedidos del - se les llama términos negativos. 


REGLA PARA RESTAR NÚMEROS ENTEROS 


Se escribe el sustraendo (número menor) debajo del minuendo (número mayor) y alineados 
ambos por la columna de las unidades. Después, comenzando por la derecha, se efectúa la 
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diferencia de las cifras del mismo orden, escribiendo el resultado debajo de cada columna. 
Cuando la cifra del minuendo es menor que la correspondiente del sustraendo, se le agrega 10, 
con el objeto de hacer posible la operación; pero teniendo cuidado de acarrear una unidad a la 
columna siguiente del sustraendo. 


Ejemplo: De 36 restar 19 


a 8 Minuendo 
- 1 9 Sustraendo 
1 Acarreos 
Há Resta 


Como el 9 es mayor que el 6, entonces tenemos que escribir el 36 como 20 + 16 en vez de 30 
+ 6. Entonces decimos 9 para 16 da 7 y llevamos 1. Ahora 1(acarreo) + 1 da 2 y para 3 da 1. 


3 6 Minuendo 
- 1 9 Sustraendo 
1 Acarreos 
1 7 Resta 
Ejemplo: De 789 734 restar 397 828 
18 9 7 3 4 Minuendo 
2 2. UU 7.8 Z 8 Sustraendo 
z Acarreos 
6 Resta 


Se restan las unidades 4 - 8, como el sustraendo es mayor, le sumamos 10 al minuendo y 
decimos 14 - 8 = 6 y llevamos 1. 


Se restan las decenas, 3 - (2 + 1 acarreo) = 3 - 3=0 y no llevamos nada. 


1718 9 7 3 4 Minuendo 
== 32 9 FB £ 8 Sustraendo 
1 Acarreos 

0 6 Resta 


Restando las centenas, 7 - 8, como el minuendo es menor que el sustraendo, le sumamos 10 
al minuendo y decimos 17 - 8 = 9 y llevamos 1. 


A—ÁÁAÁAÁAÁAÁAÁ_Á_Á_Á_—_—_—_—ÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAÁAAÁAÁAÁAÁAÁAAKAA 
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1 BY - 3 4 Minuendo 
NS O E O - E E => Sustraendo 
1 Acarreos 
Ss U 6 Resta 


Continuando con los millares, 9 - (7 + 1 acarreo) = 1 y no se lleva nada. 


CN E E A Minuendo 
E O E - O Sustraendo 
É dl Acarreos 

19 0 6 Resta 


Restando las decenas de millar, 8 - 9, como el minuendo es menor que el sustraendo, le 
sumamos 10 al minuendo y decimos 18 - 9 = 9 y llevamos 1. 


1718 9 7 3 4 Minuendo 
E > E O - E E Sustraendo 
1 1 1 Acarreos 
S 1 3 0% Resta 


Por último, restando las centenas de millar, 7 - (3 + 1 acarreo) = 3. 


18 9 7 3 4 Minuendo 
> $ DP Sustraendo 

E p il Acarreos 

> 19000sS Resta 


Para comprobar la resta sumamos el sustraendo con la resta, debiéndonos resultar igual al 
minuendo. Es decir, Minuendo = Resta + Sustraendo. 


39 109056 Resta 
+3909782 8 Sustraendo 
718 9 7 3 4 Minuendo 


Como el resultado salió igual al minuendo, significa que la resta es correcta. 


¡¿  — —_ — _ _ — _'PQR. € _ Q >Eh____________—______= 
Matemáticas para Genios Reprobados6) AntúnezBook Tomo | 


1.7.3 MULTIPLICACIÓN 


La multiplicación es la operación que tiene por objeto, dados dos números llamados factores, 
uno multiplicando y el otro multiplicador, hallar un tercer número llamado producto, que sea 
equivalente a la suma de tantos sumandos iguales al multiplicando como unidades contiene el 
multiplicador. 


Cualquiera de los dos números considerados factores puede ser el multiplicando o el 
multiplicador. Pero para facilitar la multiplicación, consideraremos el multiplicando como el 
número que tiene más cifras y el multiplicador será el que tenga un número menor de cifras. 


“ur” 


La multiplicación en aritmética se representa por “x” y se lee “multiplicado por”. La multiplicación 
es una suma abreviada: por ejemplo, 5x7, significa 5 multiplicado por 7, es decir, el 7 sumado 
5 veces o bien el 5 sumado 7 veces. 


Esto es: 

5x7=T7+7+7+7+7=35. El 7 se sumó 5 veces 

7x5=5+5+5+5+5+5+5=35. El5se sumó 7 veces 

En la multiplicación se utiliza el símbolo multiplicado por (x) o (+). Así, por ejemplo x x y = x-y se 


leerá “equis multiplicado por ye”. El signo suele omitirse cuando los factores están indicados por 
letras o bien por letras y números. 


Por ejemplo: xx y x Z= x-y:Z = XyZ 

REGLA GENERAL PARA MULTIPLICAR DOS NÚMEROS ENTEROS 

Se escribe el multiplicando y debajo el multiplicador, alineados por la columna de las unidades. 
Se multiplica enseguida cada cifra del multiplicador por cada una de las cifras del multiplicando, 
considerando los acarreos que resulten, escribiendo cada producto parcial de modo que la 
primera cifra de la derecha quede alineada con la cifra del multiplicador que se emplea como 


factor. Finalmente se realiza la suma de los productos parciales, siendo este resultado el 
producto deseado. 


Nota: Podemos empezar a multiplicar por la derecha o por la izquierda. Sólo debemos considerar 
que si empezamos por la derecha debemos recorrer los productos una posición a la izquierda y, 
si empezamos por la izquierda podemos debemos recorrer los productos una posición a la 
derecha. 


Por ejemplo, multiplicar 54 373 x3 278 


Solución, el multiplicando será 54 373 y el multiplicador será 3 278 por tener un menor número 
de cifras. Colocándolo tal como se muestra en la figura siguiente: 


5043 7 3  Multiplicando 


x 3 2 7 8 Multiplicador 


Podemos empezar a multiplicar por la derecha, es decir, por el 8, por lo tanto recorreríamos los 
siguientes productos una posición a la izquierda. En este caso, es el método que utilizaremos. 
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Multiplicando 8 por cada una de las cifras del multiplicando, se tiene 8 x 3 = 24. Anotamos el 4 
y nos llevamos el 2. 


Luego 8 x 7 = 56 + 2 acarreo = 58, anotamos 8 y nos llevamos 5. Ahora 8 x 3 = 24 + 5 acarreo 
= 29, anotamos 9 y nos llevamos 2. Luego 8 x 4 = 32 + 2 acarreo = 34, anotamos 4 y nos 
llevamos 3. 


Al final 8 x 5 = 40 + 3 acarreo = 43, anotamos 43 por que 5 es el último número del factor. 
Queda: 


Xx 3-2 TY $ 


4 3 4 9 8 4 
Ahora multiplicando por 7, se tiene 7 x 3 = 21, anotamos el 1 recorriendo una posición a la 
izquierda, es decir, debajo del 8 del producto anterior y nos llevamos de acarreo el 2. 


Luego multiplicamos 7 x 7 = 49 + 2 acarreo = 51, anotamos 1 y llevamos 5. Ahora se multiplica 
71x3=21+5 acarreo = 26, anotamos 6 y llevamos 2. Luego se multiplica 7 x 4 = 28 + 2 acarreo 
= 30, anotamos O y llevamos 3. 


Al final multiplicamos 7 x 5 = 35 + 3 acarreo = 38, anotamos 38 por ser el último número del 
producto parcial. Queda: 


2. de OS 


Xx 3 2 YT 8 


4 34 9 8 4 
28 0 6 


Ahora multiplicando por 2, se tiene 2 x 3 = 6, anotamos 6 y no se lleva nada. 
Luego multiplicamos 2 x 7 = 14, anotamos 4 y llevamos 1. 

Ahora se multiplica 2 x 3 = 6 + 1 acarreo = 7, anotamos 7 y no llevamos nada. 
Luego se multiplica 2 x 4 = 8, anotamos 8 y no llevamos nada. 


Al final multiplicamos 2 x 5 = 10, anotamos 10 por ser el último número del producto parcial. 
Queda: 


Ss 4 3 Y 3 


Xx > zz TT 8 


4 34 9 8 4 


3 8 6 6 4 1 


1.0.8 7 4 6 


Ahora multiplicando por 3, se tiene 3 x 3 = 9, anotamos 9 y no se lleva nada. 
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Luego multiplicamos 3 x 7 = 21, anotamos 1 y llevamos 2. Ahora se multiplica 3x3 = 9 + 2 
acarreo = 11, anotamos 1 y llevamos 1. 


Luego se multiplica 3 x 4 = 12 + 1 acarreo = 13, anotamos 3 y llevamos 1. 


Al final multiplicamos 3x5 = 15 + 1 acarreo = 16, anotamos 16 por ser el último número del 
producto parcial. Como ya se multiplicaron todas las cifras del multiplicador por las del 
multiplicando, ahora realizamos la suma de todos los productos parciales para obtener el 
producto. Queda: 


54 3-7 3 


X 3 2 TT 8 
4 34 9 8 4 
+ 5 3 6 6 LL 1 
10.08.57 4 6 


16 3 L LL Y 


1782340694 


En el caso de empezar a multiplicar por la izquierda, es decir, por el 3, recorremos los productos 
una posición a la derecha. Se obtiene el mismo resultado: 


MULTIPLICACIÓN DE NÚMEROS DECIMALES 


Para multiplicar números con decimales, se procede de la misma forma que para multiplicar 
números enteros, como si no existiera punto decimal, pero debiendo colocar el punto decimal 
en el producto o resultado, recorriendo de derecha a izquierda dicho punto, un número de veces 
igual a la suma de las cifras decimales del multiplicando y multiplicador. 


Ejemplo: Multiplicar 28 903.245 por 235.98 
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En virtud de que el multiplicando tiene 3 decimales y el multiplicador 2, debemos recorrer el 
punto decimal de derecha a izquierda 3 + 2 = 5 posiciones. Esto significa que el resultado final 
de la multiplicación es: 6 820 587.75510. 


A continuación te doy la Tabla de Multiplicar, a la cual también se le llama Tabla de Pitágoras. 
Debes aprenderla bien, si quieres ser veloz y preciso, dos características fundamentales de todo 
buen matemático. Si es muy importante aprenderte la tabla de sumar, aprender la de multiplicar 
es aún más importante. Para usarla, tienes que elegir un número en las filas (horizontales), por 
ejemplo 7 y después un número en las columnas (verticales), por ejemplo 8, con esto estarías 
calculando la multiplicación: 7x8=8x 7 = 56. 


TABLA DE MULTIPLICAR 
A A E E II A A A A 


0] 1 2 3 4 5 6 7 8 y 10 11 12019 14-115 
EN] 2 4 6 8 IO 12 MA 16 [MENA 20 [22 24 M6 28 [50 
EN] S) 6 y 12 118 118 12% Aa (SD (S | | 142 [4 
a | 4 8 12 16 [PROA 24 [PEN 32 [GN 40 [Ei 43 [52M 56  M60 
5 | S 10-115 120 [2 ¿0 [5 [40 [45 [60 [5 [160 (65 170 [78 
EN 6 12 1 24 SON 36 [42 48 MAN 60 MOON 72 [M6 84  M90 
7 14 21 23 [$ ¿2 (289 (1639 168 110 |(4 [2 19 98 105 
ON 8 16 [RA 32 [ON 43 [MUCN 64 [M2 80 MSG 96 [MUA 112 20 
EM e 6 12H | [0 (8% [68 [112 [6 SO 99 108 117 126 135 
10 | 10. 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 
EN 1 122 (8 (4 (55 168 | (68 | € MONZA 1320 111430 115470 5165 
12 | 12 24 MECA 48 MCU 72 MAA 96 [MOS 120 [M32 144 [M56 168 MS0 
13 | 19 12 [8 [12 [Eb 118 |9% 10 SO AS SA 109 518248 4199 
14 | 1 28 [EZ 56 MON 84 M9S 112 126 140 154 168 182 19 210 
15 | 10 [0 128 [160 116 0 [105 (10 [15 (160 | 19 [M0 | 15 | 410 122 


1.7.4 DIVISIÓN DE NÚMEROS ENTEROS 


La división es la operación que tiene por objeto, dados dos números, uno llamado dividendo y el 
otro divisor, hallar un tercer número llamado cociente que exprese el mayor número de veces 


que el divisor está contenido en el dividendo. 


La división se representa por: 
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b ja se lee "a entre b", siendo a el dividendo y b el divisor 


Otras formas de representa r la división son : 
1) A y se lee "a entre b" 


2) a+b ya:b. También se lee "a entre b" 


En general, para representar la división se utiliza el símbolo llamado galera, el cual se muestra 
a continuación junto con los elementos de la división: 


0Jb 
R 

Dónde: D es el dividendo, d es el divisor, C el cociente y R el residuo. 

Todos ellos están relacionados por la igualdad: D=Cxd+R (D1) 

Esto es, el dividendo es igual al producto del cociente por el divisor más el residuo. 

Si el residuo o resto es igual a cero, entonces se dice que la división es exacta. 


Entonces de acuerdo a la igualdad anterior, la división es la operación que tiene por objeto dados 
el dividendo y el divisor, hallar el cociente y el residuo. 


Una relación que siempre se debe cumplir es: R < d. Esto significa que el residuo siempre debe 
ser menor que el divisor. 


o 
Cantidad que sobra Cantidad que 
toca a cada parte 


REGLA PARA DIVIDIR DOS NÚMEROS ENTEROS 


1. Se toman tantas cifras del dividendo, a partir de la izquierda, como sean necesarias para 
que formen un número igual o mayor que el divisor y la división sea posible; se efectúa la 
división y se obtiene así la primera cifra del cociente. Esta cifra se escribirá exactamente 
arriba de la última cifra del primer dividendo parcial. 

2. El primer número cociente será aquel que multiplicado por el divisor, dé un producto igual 
o menor que el dividendo parcial con el que se está trabajando; si no es igual, la diferencia 
que resulte debe ser menor que el divisor, a esta diferencia se le llama residuo y se 
escribe debajo de las cifras del dividendo parcial. El cociente parcial se multiplica por 
cada una de las cifras del divisor y se le restan al dividendo parcial, obteniéndose así un 
residuo, el cual siempre debe ser menor que el divisor. 
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3. Como el residuo (si lo hay) siempre es menor que el divisor, para continuar la división 
agregamos la siguiente cifra de la derecha del dividendo, bajándola para formar un 
número mayor que pueda contener al divisor y la división siga siendo posible. 

4. Nuevamente repetimos el procedimiento hasta que no haya más cifras del dividendo que 
agregar o hasta que el residuo final sea menor que el divisor, escribiendo sucesivamente 
las nuevas cifras del cociente a la derecha de las anteriores. Cuando al agregar una cifra 
al dividendo parcial no se logra un valor mayor que el del divisor, entonces anotamos un 
O en el cociente y agregamos otra cifra más del dividendo para formar un nuevo dividendo 
parcial. 


Ejemplo: Dividir 93 843 entre 29. El dividendo es 93 843 y el divisor es 29. 
2 9|9 38 4 3 


Tomaríamos dos cifras del dividendo, 93, para formar nuestro primer dividendo parcial. Nuestro 
primer cociente parcial será 3, puesto que 29 x 3 = 87 < 93. Nuestro primer residuo será ¡igual 
a la diferencia 93 - 87 = 6. Este residuo también se obtiene multiplicando primero 3 x 9 = 27 
para 33, 6 y llevamos 3. Ahora 3 x 2 = 6 + 3 acarreo = 9 y para 9, O. Esto es, 


Nuestro segundo cociente será 2, puesto que 29 x 2 = 58 < 68. Nuestro segundo residuo será 
68 - 58 = 10. También se obtiene este residuo diciendo: 2 x 9 = 18, para 18, O y llevamos 1. 
Luego 2x 2 = 4 + 1 acarreo = 5 y para 6, 1. Esto es: 


3 2 


RQOoo——ecce—e———————— —————————————AAAA<á.  ——oooooO0OO0Oo 
Matemáticas para Genios ReprobadosO) AntúnezBook Tomo | 


1 0 


Ahora bajamos el 4 y nuestro tercer dividendo parcial es 104. O sea, 


2 3/9 3-3 4 3 


8 7 
0.6 8 
E 5 8 
1.04 


Nuestro tercer cociente será 3, puesto que 29 x 3 = 87 < 104 y no 4, ya que 29x 4 = 116 > 104, 
es decir, se pasa. Nuestro segundo residuo será 104 - 87 = 17. También se obtiene este residuo 
diciendo: 3x9 = 27, para 34, 7 y llevamos 3. Luego 3 x 2 = 6 + 3 acarreo = 9 y para 10, 1. Esto 
es, 


3.2 3 


2 9/9 38 4 3 


8 7 
O 68 
> S 3 
1.0 4 
, q 
1 E 
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Nuestro último cociente será 5, puesto que 29 x 5 = 145 < 173 y no 6, ya que 29 x 6 = 174 > 
173, es decir, se pasa. Nuestro segundo residuo será 173 - 145 = 28. También se obtiene este 
residuo diciendo: 5x9 = 45, para 53, 8 y llevamos 5. Luego 5 x 2 = 10 + 5 acarreo = 15 y para 
17,2. Esto es, 


O 


2 3/9 3843 


8 7 
0.6 8 
- 5 8 
1.0 4 
: 8 7 
1 7 3 
ss 1.4 5 
2 8 


Como ya no hay más cifras del dividendo que agregar y el residuo es menor que el divisor, la 
división ha terminado y el cociente hallado es 3 235 y el residuo es de 28. 


COMPROBACION DE LA DIVISIÓN 


De acuerdo con la igualdad D = Cx d +R, es obvio que para comprobar la división debemos 
multiplicar el cociente por el divisor y sumarle el residuo y esto nos debe dar como resultado el 
dividendo, si la operación es correcta. Osea: 3235 x 29 = 93 815 + 28 = 93 843, la división es 
correcta, porque este valor es igual al dividendo. 


1.7.4.1 PROPIEDADES DE LA DIVISIÓN 


1) Un número a dividido entre la unidad es igual al mismo número. 
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3) Un número a dividido entre sí mismo es ¡igual a la unidad. 


==a=a=1 
a 
1) La división de un número a entre Cero está prohibida, porque su resultado da infinito oo, el 
cual no es un número, sino un símbolo para indicar una cantidad indefinida que es muy 
grande. 


o|a 


1.7.5 REGLA DEL NUEVE 9 


Es una regla muy útil para comprobar las operaciones aritméticas de suma, resta, multiplicación 
y división. Está basada en el criterio de divisibilidad entre 9, el cual expresa “Para saber si un 
número es divisible entre 9, sumamos todas sus cifras o guarismos hasta obtener un número 
menor o igual que 9. Si la suma es O o un múltiplo de 9, entonces el número es divisible por 9, 
si no el residuo de la división será igual al número obtenido”. 


+ Nota: Cuando al hacer operaciones aplicando la regla del 9, nos resulte un número negativo, 
como podría suceder en la resta, entonces a dicho número negativo le sumamos 9, hasta que 
nos dé un resultado positivo y este valor será el resultado de la regla del 9 buscada. 


Ejemplos: Verificar si los números siguientes son divisibles entre 9. 
1. 347854 
Solución: sumando sus cifras 3 + 4+ 7+ 8 + 5 + 4 = 31. Continuamos sumando ya que el 


número obtenido no es menor o igual que 9. Queda 3 + 1 = 4. Por lo tanto al dividir 347 854 
entre 9 su residuo es de 4. 


2. 1230 123982378 


Solución: sumando sus cifras 7 +2+3+8+7+2+3+9+8+2+3+7+8= 69, Sumando 
nuevamente, 6 + 9 = 15, sumando otra vez, 1 + 5 = 6. Por lo tanto al dividir 7 238 723 982 378 
entre 9 su residuo será 6. 


3. 546372180 911 322 


Solución: sumando sus cifras o guarismos 5+4+6+3+7+2+1+8+0+9+1+1+3 +2 
+ 2 = 54. Continuando la suma 5 + 4 = 9. Por lo tanto, al dividir 546 372 180 911 322 entre 9, 
la división es exacta y su residuo es 0. 


1.7.5.1 COMPROBACION DE LAS (OPERACIONES ARITMÉTICAS 
USANDO LA REGLA DEL 9 
Para comprobar la suma, se le aplica la regla del 9 a cada uno de los sumandos, esto es, cada 


uno de los dígitos de los sumandos se suman hasta obtener una sola cifra, estas cifras se suman 
y deben dar ¡igual a la cifra que resulta al aplicarle la regla del 9 al resultado. 


Es decir, la comprobación mediante la regla del 9, se aplica exactamente tal como se realiza la 
operación, o sea: 
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Regla del 9 del sumando 1 + regla del 9 del sumando 2 + ....... + regla del 9 del sumando n = 
regla del 9 para el resultado de la suma. 


Ejemplo: Realizar y comprobar la suma de 4831, con 53227 y 15923. 


REGLA DEL 9 
48.3 1 4+8+3+1=16 = 1 +6 7 
=7 
+ 5322 7 5+t3+2+r2+7=19 1 
1+9=10 = 1+0= 
l 
O + 1+5+9+2+3=20|2 
2+0=2 
71 39 8 1 (1 |Resultado o Suma 1 


Comprobación: sumando los dígitos de la regla del 9 de los sumandos, esto es: 7 + 1+2=10= 
1+0=1. 


Al aplicarle la regla del 9 al resultado, se obtiene 7 +3+9+8+1=28,0sea:2+8=10=1+ 
O= 1 

En virtud de que ambos resultados de la regla del 9 son iguales, se concluye que la suma es 
correcta. 

COMPROBACIÓN DE LA RESTA POR MEDIO DE LA REGLA DEL 9 


Se aplica la regla del nueve al minuendo, sustraendo y a la resta. Después al resultado obtenido 
para el minuendo se le resta el valor obtenido para el sustraendo, el valor de esta operación 
debe coincidir con el valor obtenido al aplicarle la regla del 9 a la resta. 


Es decir, La comprobación mediante la regla del 9, se aplica exactamente tal como se realiza la 
operación, o sea: 


Regla del 9 del minuendo - regla del 9 del sustraendo = regla del 9 para la resta. 


REGLA DEL 9 
38 9 7 3 4 3+18+9+7+3+4=34 |7 
3+4=7 
cc 3 7 7428 It2+7+6+2+B=28 [1 
2+8 =10 =1+0=1 
0621 0 6 U|6  Restao Diferencia 6 


Comprobación: restando el resultado de la regla del 9 del minuendo y sustraendo, 7 - 1 = 6. 


Al aplicarle la regla del 9 a la resta, se obtiene O +6 +2 +1 +0+6= 15, osea 
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1+5= 6. En virtud de que ambos resultados de la regla del 9 son iguales, se concluye que la 
resta es correcta. 


COMPROBACIÓN DE LA MULTIPLICACIÓN POR MEDIO DE LA REGLA DEL 9 


Se aplica la regla del 9 al multiplicando, multiplicador y al producto. Después al resultado 
obtenido para el multiplicando se multiplica por el valor obtenido para el multiplicador, el valor 
de esta operación debe coincidir con el valor obtenido al aplicarle la regla del 9 al producto. 


Es decir, La comprobación mediante la regla del 9, se aplica exactamente tal como se realiza la 
operación, o sea: 


Regla del 9 del multiplicando x regla del 9 del multiplicador = regla del 9 del producto. 


REGLA DEL 9 
S. € 3 T 3 B+tAa+3+7+3=22 
2+2=4 
y 32 TF 8 3+2+7+8=20 
2+0=2 
17823406 9 m4 Producto 


Regla del 9 para el producto, es igual a 1+ 7+8+2+3+4+6+9+4=44=4+4=8. 
Aplicando: Regla del 9 del multiplicando x regla del 9 del multiplicador = regla del 9 del producto. 


Queda: 4 x 2 = 8. En virtud de que coinciden ambos resultados, se concluye que la multiplicación 
es correcta. 


COMPROBACION DE LA DIVISIÓN POR MEDIO DE LA REGLA DEL 9 


Se aplica la regla del nueve al cociente, divisor y al residuo. Después al resultado obtenido para 
el cociente se multiplica por el valor obtenido para el divisor y a este producto se le suma la regla 
del 9 para el residuo, el valor de esta operación debe coincidir con el valor obtenido al aplicarle 
la regla del 9 al dividendo. 


Es decir, La comprobación mediante la regla del 9, se aplica exactamente tal como se realiza la 
operación, o sea: 


Regla del 9 del cociente x regla del 9 del divisor + regla del 9 del residuo = regla del 9 del 
dividendo. 


Para la división anterior se tiene: 


2 9/9 38 4 3 


__AÁA<Á<—___—_—_—_—__—_—_—_—_—_—__—_—_—____—_—_—_—__—_——————= "1", 
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» 8 7 
L 3 
- 1 4 5 
2 8 


Regla del 9 para el cociente =3+2+3+5=13=1+3=4 
Regla del 9 para el divisor =2+9=11=1+1=2 

Regla del 9 para el residuo =2+8=10=1+0=41 

Por lo tanto, 4x2+1=8+1=9 


Regla del 9 para el dividendo = 9+3+8+4+3=27 =7+2= 9, En virtud de que ambos 
resultados son iguales, se concluye que la división es correcta. 


Números r--=>| Decimales exactos => 1,2 
decimales ' 
' 


Decimales no exactos 
+ Periódicos puros = 1,2 
+ Periódicos mixtos => 1,52 


K 
¡ 
H 
¡ 
1] 
H 
H 
a | 
3 
+ 
32 
E 
3 
17,3 
¡ 
¡ 
E E 


+ No periódicos > T 


>| Operaciones con números decimales 


A toda 


Y 


Suma y resta de números decimales 


Los números se colocan de forma que las comas 
estén alineadas y, después, se opera. 


Multiplicación de números decimales 


Se multiplica como si fueran naturales y se coloca 
la coma, separando tantas cifras como decimales 
tengan ambos factores. 


División de números decimales 


Caso 1. Dividendo decimal Caso 2. Dividendo natural Caso 3. Divisor decimal. 
y divisor natural. y divisor decimal. Se multiplican dividendo 


Se dividen como si fueran Se suprime la coma del divisor y divisor por la unidad seguida 
naturales, pero, al bajar y se añaden tantos ceros de tantos ceros como cifras 

la primera cifra decimal, al dividendo como decimales decimales tenga el divisor. 

se pone la coma en el cociente. tenga el divisor. 


mm 


1.7.5 POTENCIACIÓN 


Es una operación que tiene por objeto hallar el producto de las potencias de un número. Es la 
operación de multiplicar por si misma las veces que indica la potencia o exponente. En la 
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potenciación se utiliza un superíndice denominado exponente que se sitúa arriba y a la derecha 
de una cantidad llamada base por sí misma. Así, por ejemplo x"= x.x.xwx... (n veces) y se leerá 
“equis elevado a la n”. En el caso de que una letra no lleve exponente se sobreentiende que el 
exponente es uno. 


Potencia: es el resultado de tomar un número como factor un determinado número de veces. 
Cuando en un producto todos los factores se repiten, al producto o resultado se le llama 
POTENCIA. Así, 625 es la cuarta potencia de 5, puesto que: 


625=5x5x5x5=5D* 


Al número que se multiplica por sí mismo se le llama base de la potencia. Al número pequeño y 
en la parte superior derecha de la base se le llama exponente, que indica el número de veces 
que la base se multiplica por sí misma. Por esta razón, también se le llama exponenciación a la 
potenciación. 


Por ejemplo: 
38=3x3x3x3x3x3=729 
63=6x6x6=216 
210=2x2x2x2x2x2x2x2x2x2= 1024 10 veces) 


(6 veces) 
( 
( 
8=8x8x8x8=4096 (4 veces) 
( 
( 
( 


3 veces) 


312 =31x31= 961 
23=2x2x2x2x2=32 
52=5x5=25 


En realidad, la potenciación es una multiplicación abreviada cuando el mismo factor se repite 
varias veces. Por ejemplo, si el factor 5 se repitiera 12 veces, sería muy tardado y tedioso escribir, 
5x5x5x5x5x5x5x5x5x5x5xX5D, es mejor escribir 512, que de todos modos significa y 
vale lo mismo. 


2 veces 


) 
5 veces) 
2 veces) 


Ejemplo: escribir como potencia5bx5x5bx6x6x6x6 

Como el 5 se repite 3 veces y el 6 se repite 4 veces, queda: 53 x 64 
= 125 x 1296 = 16 200 

Ejemplo: calcular el valor de las expresiones siguientes: 
43x34=4x4x4x3x3x3x3=64x81=5 184 
27x58=2x2x2x2x2x2x2x5x5x5=128 x 125 = 16 000 
14x82=7x7x7x71x8x8 =2401 x 64 = 153 664 
42x34x23=4x4x3x3x3x3x3x2x2x2=16x243x8=31 104 
(0.25) = 0.25 x 0.25 x 0.25 = 0.015625 

(0.73)* =0.73x 0.73 x0.73 x 0.73 = 0.28398241 
(0.1)9$=0.1x0.1x0.1x0.1x0.1= 0.00001 


En general se cumple: 


” e n . e pr. rá — n . e ” 
Ex) =x Si n es número par Ex)" =-x Si n es número impar 
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Ejemplo: 


2) =2* =16 (-2) =-2* =-32 


1.7.6 RADICACIÓN 


Es una operación opuesta a la potenciación y consiste en dado un radicando a la raíz enésima, 
hallar un número que elevado a la enésima potencia de cómo resultado el radicando. 


Sus elementos son: 


"23 Radicando 
al símbolo AN se le llama radical 
Por ejemplo: 


2/25 =5 porque 5? =5x5=25 

Cuando es raíz cuadrada el tipo de raíz no se escribe 
3/27 =3 porque 3* =3x3x3= 27 

1/256 =4 porque 4*=4x4x4x4= 256 

11128 =2 porque 2? =2x2x2x2x2x2x2=128 
3/-27 =-3 porque (-3)? =-3x-3x-3 = -27 


Si el radicando es negativo y el tipo de raíz es un número impar, si existe una raíz enésima 
negativa. En cambio, si el radicando es negativo y el tipo de raíz es un número par, entonces no 
existe una raíz, al menos en el campo de los números reales. 


POTENCIAS DE EXPONENTES FRACCIONARIOS 


Todo tipo de raíz puede expresarse mediante un exponente fraccionario. Donde el numerador 
será el exponente que tenga el radicando y el denominador será el tipo de raíz que se trate. 


m 


nom EN 
ya. =4q 
Por ejemplo : 
a 3 4 == 8 
/ 5 ¡DN 2 2 / 4 2 
Dyer: Darlene: 385 =5* 2522 


En forma inversa, se tiene : 
mn E 
a? = Rig” 
Por ejemplo : 
E = 2 3 Ao 
Dr= 1; 2) x2=4x5 3) 50 =95 =1/125 


11 2 


2 
414422 =D-2*=8 12 =8NS 
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Esto es: Si el exponente fraccionario es negativo, primero lo convertimos en positivo, 
cambiándolo del numerador al denominador o viceversa. Después procedemos como en la regla 


anterior. 


Es 1 1 
a ds = > — == == 
= ya” 
aq” 
Por ejemplo 
7 ea] 
En 1 a il 1 1 
E E = : 
a > los  ./100000 
x* 10? 
12 
== 1 1 1 
42 * = = = = — =0.125 
2. 1» “/a006 8 
4 
_ 2 
En este caso, es evidente que 2 * =2"* = 7 0,125 
q 


1.7.7 LOGARITMACIÓN 
Ina; lga; loga; log, a 
La logaritmación es otra operación inversa a la potenciación en la cual, a diferencia de la 


radicación, se busca el exponente al cual se debe de elevar un número (denominado base del 
logaritmo) para llegar a otro número incluido también en la operación. 


Por ejemplo, queremos resolver log3 9. 


log3 9 El subíndice 3 representa la base del sistema (base del logaritmo). 
log3 9 Necesitamos saber a qué potencia debemos elevar 3 para tener 9. 
log3 9 El número que cumple esa condición es 2: 32 = 9. La respuesta es 2. 


Algunos ejemplos sobre logaritmación: 
log7 49 = 2 Porque 72 = 49 
Log3243=5 Porque 35 = 243 
Log2256=8 Porque 28 = 256 


Tenemos un caso especial en los logaritmos de base 10, también llamados logaritmos vulgares. 
En ellos la base del logaritmo se omite. 


Por ejemplo: 

Log1=0 Porque 100 = 1 
Log 10= 1 Porque 101 = 10 
Log 100 = 2 Porque 102 = 100 


En virtud de que los logaritmos son exponentes, en ellos se aplican las mismas reglas de la 
exponenciación o potenciación. 
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En general, si tomamos como base de los logaritmos el número x, entonces por definición: 


LogN =n síysólosí xn =N (11) 
Ejemplos: 

(d) Log, 64 = 6 ya que 286=64 

e) Log4 64 = 3 ya que 43=64 

f) Logs 64 = 2 ya que 82=64 


8) Log16 64 = 3/2 ya que 16%/2= (161/23 =43=64 
h) Log32 64 = 6/5 ya que 329/5 = (321/5)6 = ((25)1/5)6 = 26 = 64 
¡) Logs4 64 = 1 ya que 641=64 
(j) También, Log, 1= 0 ya que x0 = 1, siempre que x sea diferente de O. 
Ejemplos: utilizando la definición de logaritmo 
1) Hallar el valor de A sí Logs A = 3 


Solución: como la base es 5 y el logaritmo (exponente) es 3, se tiene que 53 = A, por lo tanto A = 
5x5x5=125 


2) Hallar el valor de la base x sí Logx 1024 = 5 
Solución: como la base es x y el logaritmo (exponente) es 5, se tiene que x5 = 1024, 


Por lo tanto: 
10 


x= 3/1024 =3/21" =2% =2*=4 
Comprobación: 44=4x4x4x4x4= 1024 
3) Hallar el valor del logaritmo a, sí Log3> 2 = a 
Solución: como la base es 32 y el logaritmo (exponente) es a, se tiene que 32* = 2, 


Y como 321/5= 2, se concluye que a= 1/5 


1.8 SIGNOS DE AGRUPACIÓN 


Los signos de agrupación más utilizados son: los paréntesis ( ), los corchetes [ ] y las llaves ( ]. 
Los signos de agrupación indican que la operación encerrada en su interior debe efectuarse en 
primer lugar. 


Los signos de agrupación definen el orden en el que se realizará la operación un ejemplo es, las 
operaciones que están entre el signo de agrupación más interior, son las que se realizaran 
primero, es decir, de adentro hacia afuera y de izquierda a derecha. 


ELIMINACIÓN O SUPRESIÓN DE SIGNOS DE AGRUPACIÓN 


Son dos las reglas generales para suprimir signos de agrupación. 


1. Si un signo de agrupación está precedido por un signo positivo, se elimina el signo de 
agrupación y se escriben los elementos que se encontraban dentro de él sin cambiarles 
su signo. Ejemplo: 
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2. Si un signo de agrupación está precedido por un signo negativo, se elimina el signo de 
agrupación y se escriben los elementos que se encontraban dentro de él cambiándoles 
el signo a cada uno. Ejemplo: 


3. Si no aparece signo entre el número y el signo de agrupación, se tiene que realizar una 
multiplicación; por ejemplo: 7 (9-4 +3-2)=7 (12 - 6) = 7(6) = 42 


Ejemplo: 


2x — [x - x +50] = x - 800 +3x Primero quitamos los paréntesis. 

2x — [50] = 4x - 800 Reducimos términos semejantes. 

2x - 50 = 4x — 800 Ahora quitamos los corchetes. 

2x — 4x = -800 + 50 Transponemos los términos, empleando 
el criterio de operaciones inversas. 

2% = -750 Nuevamente reducimos términos 
semejantes 

yS —750 - 375 Despejamos x pasando a dividir a — 2, 

—2 luego simplificamos. 


1.9 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 


Considerando positivos los movimientos a la derecha, por lo tanto serán negativos los que se 
hayan hecho a la izquierda. 


1. Tenía $20 pesos, pagué $9 pesos, cobré $35 pesos y luego gasté $57 pesos. ¿Cuál es 
mi estado económico? 


+20 -9+35- 57 = 
Separando positivos de negativos: 
+20+35-9-57= 
Sumando los positivos y negativos: 
+55 -66=-11 Debo $ 11 pesos. 
2. Tengo $300 pesos. Cobré $75 pesos y pagué $197 pesos. ¿Cuánto tengo? 
+300 + 75 -197 = 
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+375 - 197 =+ 178 Tengo $ 178 pesos. 


3. Pagué 3 deudas por $ 180, $200 y $65 pesos. Después cobré mi salario por $460 pesos 
y compré un libro por $48 pesos. ¿Cuánto me quedó? 


-180 -200 -65 + 460 - 48 = 
+460 -180 - 200 -65 - 48 = 
+460 - 393 =+ 67 Me quedaron $ 67 pesos. 


4. Alas 5 A.M. el termómetro marca -6* C. A las 10 A.M. la temperatura ha subido 12* C y 
a las 7 P.M. ha bajado 9” C. Expresar la temperatura a las 7 P. M. 


-6+12-9= 
12 - 15=-3. 
Es decir, a las 7 de la noche hay una temperatura de 3* C bajo cero. 


5. Un automóvil recorre una distancia de 20 Km a la derecha del punto A, después recorre 
35 Km a la izquierda del punto A y finalmente recorre 12 Km hacia la derecha del punto 
A. ¿A qué distancia quedó el automóvil del punto A? 


+20 -35+ 12= +32-35=-3 Quedó 3 Km. a la izquierda del punto A. 


6. Cierto famoso jugador de futbol nació en 1966, a los 17 años ganó el mundial juvenil, a 
los 24 el mundial de primera fuerza, 4 años más tarde perdió una final de campeonato 
mundial y 3 años después se retiró del futbol, ¿cuál fue el 
año de su retiro? 1966 + 17 + 7+4+3= 1997 


1.10 PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS REALES 


Para números reales a, b, c Suma o Adición Multiplicación 
Propiedad Conmutativa a+tb=b+a axb=bxa 
Propiedad Asociativa tab ac=a (000) (ab)c=a(bc) 
Propiedad de Elemento a+0O=a=0+a ax1l=a=1xa 
Melo O cero Elemento neutro 1 Elemento neutro 
Propiedad de los Inversos ax e = E =s] 

a+ (-a)=0=a-a=0 
Propiedad distributiva a(b+c)=ab+ac a(bc) = (ab)c = (ac)b 
Propiedad Multiplicativa | -a +a=0 axo0=0 
del cero 
Propiedad de la doble -(-a)=a 
negación 
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En un cuaderno profesional nuevo contesta todos los ejercicios del libro, realizando todo el 
procedimiento hasta llegar al resultado. En ninguno de los ejercicios de Aritmética ni de Álgebra 
debes usar calculadora, ya que estamos tratando de desarrollar tu habilidad de cálculo. Por esto, 
debes hacer las operaciones manualmente si verdaderamente quieres aprender. Al final del libro 
están las respuestas a todos los ejercicios, para que puedas verificar las tuyas y veas tu grado 
de avance. No pases a la unidad siguiente sin haber resuelto correctamente sus problemas 
correspondientes. 


Y 


| Ejercicio 1 
1. ¿Cuántos pasos de una unidad deben darse en la recta numérica para moverse de - 4 a 13? 
2. ¿Cuántos pasos de una unidad deben darse en la recta numérica para moverse de 7 a -5? 
3. ¿Cuántos pasos de una unidad deben darse en la recta numérica para moverse de -2 a -9? 
4. ¿Cuántos pasos de una unidad deben darse en la recta numérica para moverse de 3 a 14? 
5. Efectuar en la recta numérica las operaciones siguientes: 

a) 11+6-7-5+8-9 

) -11+48-15+5-3+9 
) -10-7+5-3+12-19 
) 11 -16+8-15+18-4 


6. Una gran compañía reportó que al inicio del año tenía un balance de + $ 1275 millones de 
pesos. Si al terminar el año tuvo una ganancia neta de $ 376 millones y pagó impuestos por un 
total de $ 237 millones. ¿Cuál es su estado contable actual? 


20 y 


7.Siel punto más profundo en el mar es de 11 520 metros y el más alto en la superficie terrestre 
es de 8 843 metros sobre el nivel del mar ¿Cuál es la diferencia entre esta depresión y elevación? 


8. Platón nació en 429 A. C. (antes de Cristo) y murió en 348 A. C. ¿Cuántos años vivió? 


Realizar las operaciones aritméticas básicas y comprobar los resultados usando la regla del 9, 
antes de ver la solución. 


1. Sumar 23.25, con 45.68, con 87 y con 7.238 

2. Sumar 349.755, con 276.22, con 0.235 y con 37.256 

3. Sumar 2 712.234, con 21.3256, con 189. 0239 y con 762.238 

4. Sumar 4 356.2376, con 362.372, con 276 356 y con 361.34675 

5. Sumar 347 329.023, con 2376.7623, con 0.237221 y con 12.23656 

6. Sumar 266 712.23, con 21.362367, con 12 789. 98823 y con 1 862.237 
7. Sumar 2 378.3256, con 345.678, con 23 783 y con 7.23458 

yl 


De 863 restar 362 
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De 3 676 restar 2 787 

De 237 643 restar 43 908 

De 487 467 restar 482 378 

De 1 237 804 restar 458 794 
De 784 325 restar 198 973 

De 624 234 restar 419 987 

De 7 357 321 restar 2 546 325 
De 7 357 restar 2356 

De 245 243 restar 32 762 


Multiplicar los números enteros siguientes: 


al 934 por 827 

2 349 por 265 

3: 89 613 por 375 
4 47 653 por 8923 
Ds 34 785 por 1295 


Multiplicar los números decimales siguientes y comprobar los resultados con la regla del 9, antes 
de ver la solución. 


1. Multiplicar 18.25 por 3.75 

2. Multiplicar 125.648 por 22.739 
3. Multiplicar 567.237 por 35.656 
4. Multiplicar 2 761.27 por 32.78 
5. Multiplicar 7 623.76 por 8.973 
6. Multiplicar 0.363 por 20.2635 
- 
8 
9. 
1 


A 


E 
e 


. Multiplicar 0.03276 por 325.925 

. Multiplicar 2 367.325 por 0.2524 
Multiplicar 22 623.24 por 0.0875 

O.¿Qué altura alcanzan 5000 hojas apiladas? Sí cada hoja tiene un espesor de 0.00635 
centímetros. 


Realizar las divisiones siguientes: 


Dividir 128 entre 24 

Dividir 3623 entre 635 

Dividir 34 276 entre 4578 
Dividir 347 889 entre 234 
Dividir 897 623 entre 1 256 
Dividir 7 823 978 entre 35 980 
Dividir 8 353 347 entre 23 564 


Si tuviste éxito resolviendo el ejercicio anterior, seguro tienes cualidades extraordinarias para las 
matemáticas y estás en el camino correcto. 


NO ppp E 
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Y 
e 
Ejercicio 2 
1) Realiza las siguientes sumas de enteros: 


a) (+4) + (+8) = Bis TAPAS 

ES) += 8)= ani- 18/+(= 11)= 

e) (= 8) + (+5) = Dis AAA 

8) (+12) + (+3) = A 

2) Realiza las siguientes restas de enteros transformándolas antes en una suma: 
a) (+9) - (+3) = ans Y Pa 

Gita) = (= 6)= d) (- 13) - (- 11) = 

ant 81 =10)= Mis 0-1 

gpria)- (45)= DI A o 

3) Realiza las siguientes multiplicaciones de números enteros (El punto significa multiplicación): 
a) (+9) - (+3) = B)1- 7)- (+8)= 

eva. l= 0)= is ES. (e 1U=S 
E Ms UNE 

EL) 16375 its ay. dq 

4) Realiza las siguientes divisiones de enteros (Los 2 puntos : significan división): 
a) (+9): (+3) = 0) = 20: (49) = 

c) (+12): (- 6) = d) (- 77): (- 11) = 

e) (- 21): (+7) = DE 7): (+7) = 

ati) ts a2ule YS 

5) Realiza las siguientes operaciones: 

aj 0218500 py 6-2) -(5+2), 

0)4-2-5+3+8m d) 24(-145)=(8=8] 

e)2-1+5-3+6-9= y O-I+1+9) - 

6) Efectuar las siguientes operaciones teniendo en cuenta la prioridad de las operaciones: 
a) 5-8-2-3= b) 2):3-1+H(ED) Ss 

0) 4- [5+(2-5)] = d) (3-2)-(-5)-(-4) + 2= 


e/2+8+(-3)= f)5-(-4)+ 7= 
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E) Realice las operaciones indicadas. 

a) 8 —(-10)+5-20 b) 15-(29)+8-2 o) 147 -—(212)+3 

d) -10+2-6-8 e) 5+(2-7) fr) 9 (0-7) 

g 2+[15-(1-2)] hy 2-[7-(6-5)] ¡y 9[(6-9)- (7 -10)] 

¡y 6+[9-(Q-6)+(6-7)]  ) 7-1 -(-7)+6] y 2+6(1-9)- 7(4+6) 

8. El precio de un artículo a principios de la semana fue de $ 4 700. Los cambios de precio 


durante la semana fueron: +$100, +$200, -$100, -$200, -$100. ¿Cuál es el precio del artículo 
al final de la semana? 


9, Un comerciante realiza un pedido de 3.000 kilos de azúcar a una distribuidora. Primero 
le envían 854 kilos, al día siguiente 12 kilos menos que la primera vez y dos días después 156 
kilos más que la primera vez. ¿Cuánto falta por enviarle? 


10.  Enun cierto día, a media noche la temperatura es O”. De las 12 a la 1 a.m., el termómetro 
registra un ascenso de 5 grados. Durante las horas 1 a 4 a.m., el termómetro registra un 
descenso de 8 grados. ¿Cuál es la temperatura a las 4 a.m.? 


11. Calcule el costo de pasajes de un tour, si participan 26 personas y contempla el traslado 
en avión, más un traslado en bus, ambos ida y vuelta. El costo de cada pasaje en avión es US$ 
600 (ida y vuelta). El costo de cada pasaje en bus es de US$ 12 (sólo ida). Haga el cálculo en 
dólares. 


12. La suma de dos números enteros es 842 y el triple del menor de ellos es 522. ¿Cuál es 
el número mayor? 


13. La distancia entre las ciudades A y B es de 520 km. Un automóvil sale de la ciudad A, a 
una velocidad media de 65 kilómetros por hora., en dirección a la ciudad B. ¿Cuántas horas de 
demora en realizar el trayecto? 


14. Siete hermanos compran una propiedad en $24 062 500, dividiendo en partes iguales el 
valor de la propiedad. A los 5 años venden la propiedad y cada uno de ellos recibe $5 055 000, 
¿Cuánto ganó cada uno de ellos? 


15. Un padre de familia deja una herencia de $ 127 160 000. La mitad de la herencia le 
corresponde a la viuda y lo restante, en partes iguales, para sus 11 hijos. ¿Cuánto recibe cada 
heredero? 


16. Francisco necesita comprar 4 neumáticos para su camioneta. Cada uno le cuesta $52.50 
y pagará, a precio contado, en 8 cuotas iguales. ¿Cuál es el valor de cada cuota? 


17. ¿Cuál es el número que dividido por 14 da como cociente 76 y resto 7? 
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| aes múltiplo de bsi a: b 
Múltipl es una división exacta. 
últiplos Ñ 


b es divisor de asi a: b 


es una división exacta. 


Un número primo solo tiene por divisores a él mismo 
y la unidad. 


Un número compuesto tiene más de dos divisores. 
El número 1 no es primo ni compuesto. 


Números primos 


Í 


y compuestos 


Máximo común divisor 
Es el mayor de los divisores comunes. 


Para obtenerlo se descomponen los números 
en factores primos, y se multiplican los factores 
comunes elevados al menor exponente. 


-—--->— 


e € 


Mínimo común múltiplo 
Es el menor de los múltiplos comunes. 


=---32| Para obtenerlo se descomponen los números 
en factores primos, y se multiplican los factores 
comunes y no comunes elevados al mayor exponente. 


r 
U 
1 
l] 
1 
l] 
atada | 


UNIDAD Il NÚMEROS PRIMOS 


DEFINICIÓN DE NÚMERO PRIMO: Es todo número natural que sólo se divide entre sí mismo y la 
unidad. 


De la definición anterior podemos concluir que un número primo p, sólo tiene 2 divisores, el 
mismo número p y la unidad 1, esto es, sus divisores son: (p, 1). 


La palabra primo de acuerdo a su raíz, significa primero o principal. Los diez primeros números 
primos positivos son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 y 29. El libro IX de Elementos de geometría 
del matemático griego Euclides contiene la demostración de que la cantidad de números primos 
es infinita, es decir, no existe un número primo máximo. 


Dos números primos cuya diferencia es 2 (por ejemplo, 5 y 7, 17 y 19, 101 y 103) se denominan 
primos gemelos. No se sabe si la cantidad de primos gemelos es infinita. Aunque todavía no se 
ha podido demostrar, se cree que todo número mayor que 2 se puede expresar como la suma 
de dos números primos; por ejemplo, 4=2+2,6=3+3,8=3+5,10=5+5,20=3+17 y 
100 = 3 + 97.2 


Un método útil para hallar los números primos del 1 al n, fue creado por el matemático y filósofo 
griego Eratóstenes (Siglo Ill A. de C.), por esta razón se le llama Criba de Eratóstenes. Consiste 
en escribir los números del 1 al n, después se suprime el 1, porque no es primo, luego se tachan 


“Teoría de números", Enciclopedia Microsoftd Encartad 99. O 1993-1998 Microsoft 
Corporation. Reservados todos los derechos. 
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los múltiplos de los números primos 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, etc., excepto ellos mismos, ya 
que son primos. Los números que quedan sin tachar serán los números primos buscados. 


Debido a su gran utilidad, a continuación te damos los números primos del 1 al 1000. 


TABLA DE LOS NÚMEROS PRIMOS DEL 1 AL 1000 


ES 
a] 
al 
(99) 


59 CUA Sí mel. TE 79 83 89 Sí 101 
A 109 [MRS 127 MSN 137 MSN 149 MH 157 MSN 167 
Isis iso MiSS lr eso aia 223 227 2290 123853 0239 
E 297 MOON 269 E 277 MOM 283 [MSN 301 RA 313 
s311 1337134108498 (598 118997 367 [313813179 S8S0 589 1597 
409 419 421 431 433 439 443 449 457 461 463 467 
ASI ASA ASS SOS (S09 S21 1923 941 (540 1597 11503 [1509 
DI 587 ROSA 599 MEU 607 MA 617 MRS 631 RE 643 
IS (OSI MOST CASA MOTTA NOS 3 POSTS MOTA OSA ALSO PEZ ASS 
EE 751 MON 761 MOS 773 MON 7/97 RUS S11 [2 823 
29839 (SOS ESO SON (SOS ST SOL Ss Ss NOOO ESdAL 
GON 937 [RA 947 [NOM 967 MR 977 [SSA 991 [NN 


2.1 DESCOMPOSICION DE UN NÚMERO EN SUS FACTORES PRIMOS 


NÚMERO COMPUESTO: Es todo número natural distinto de la unidad y que puede ser expresado 
como el producto de dos o más enteros positivos diferentes del número dado, los cuales son sus 
factores y en algunos casos pueden repetirse. 


Los números compuestos tienen más de 2 divisores, a diferencia de los números primos, que 
sólo tienen 2. 


Por ejemplo, 96 puede expresarse como 2x2x2x2x2x3 = 23 x 3. En general, todo número 
que no sea primo, será un número compuesto. Por esta razón, todo número entero par mayor 
que 2, es un número compuesto. 


Los diez primeros números compuestos positivos son 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16 y 18. Un 
número compuesto se puede descomponer como producto de factores primos de forma única 
(sin considerar el orden de los factores). Por ejemplo, 


4=2x2x1; 9=3x3x1; 10=2x5x1; y 12=2x2x3x 1. Note que los números 
compuestos tienen 2 o más factores y que dichos factores todos son primos, excepto el 1. Por 
esto, se ha establecido el siguiente teorema. 


TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMÉTICA: Todo número entero puede ser expresado como 
producto de sus factores primos. Es decir, todo número entero puede descomponerse en 
factores de números primos. 
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Este teorema es muy útil e interesante, pues nos dice, que todo número entero pueden 
descomponerse en factores de números primos. Esto significa que si deseamos descomponer o 
factorizar un número entero, sólo tenemos que buscar sus factores o divisores entre el conjunto 
de números primos. 


Regla: Para determinar los factores primos de un número, se divide dicho número en forma 
consecutiva, empleando como divisores únicamente números primos en forma ascendente, es 
decir, empezamos con 2, después con 3, luego con 5, 7, 11, 13, etc. Los cocientes obtenidos se 
convierten en dividendos y se continúa el proceso hasta obtener como factor la unidad. 


En general, para cualquier número primo p cada número compuesto menor que p2 tiene un 
número primo menor que p como factor. Esto es útil al descomponer un número en sus factores 
primos, ya que debemos dividirlo únicamente entre los números primos menores que raíz de p. 


Por ejemplo, para descomponer 343 en su factores primos, 
únicamente utilizaremos los números primos menores que /343 =18.52 =19, 
es decir, probaríamos si es divisible por 2, 3,5,7,11,13,17 y 19. 
Por supuesto, es muy útil tomar en cuenta los criterios de divisibilidad, para acelerar el proceso. 


Ejemplos: a) Descomponer en sus factores primos a 240 


Note que el producto de los dos números inferiores, da como resultado el número superior de la 
columna 1. Así, 120 x 2 = 240; 60 x 2 = 120;30x2=60;15x2=30;5x3=15y1x5=5. 


También, cuando uno de los factores es la unidad, indica que hemos terminado la 
descomposición en factores primos. 


Es decir, 240=2x2x2x2x3x5=2%*x3x5 


b) Descomponer en sus factores primos a 756 
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Osea, 7156=2x2x3x3x3x7=22x33x7 


c) Descomponer en sus factores primos a 895 356 


01] 


boa op 
o =p 


Esto es, 895 356=2x2x3x3x7x11x17x19=22x32x7x11x17x19 


Y 


| Ejercicio 3 


1) Defina con sus propias palabras los conceptos siguientes: 


a) Número primo 

b) Número compuesto 

6) Teorema fundamental de la Aritmética. 

d) Regla para determinar los factores primos de un número. 
2) DESCOMPONER EN SUS FACTORES PRIMOS LOS NÚMEROS SIGUIENTES: 
a) 210 

b) 5 184 

Cc) 2 002 

d) 33 007 

e) 7475 

f) 32 5602 


8) 436 723 
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UNIDAD lll MÍNIMO COMÚN MULTIPLO 


Múltiplo de un número: Un número es múltiplo de otro número, sí al efectuar la división del 
número mayor entre el número menor ésta es exacta, es decir, el residuo es cero. También, se 
define como el producto del número dado por un entero cualquiera. 


Así 18 es múltiplo de 1, 2, 3, 6, 9, 18. Porque 18 al dividirse entre estos números se divide 
exactamente. 
18 18 18 18 18 18 
s s > ¡E =2i>=l1 
9 18 
Para buscar múltiplos de un número, solo hay que multiplicar dicho número consecutivamente 
POr, 23 e Dis et 


Por ejemplo, los números 9, 18, 27, 36, 45,....... , son múltiplos de 9, porque: 
9=9x 1 
18=9x 2 
27=9x3 
36=9x4 
45=9x5 
Para los números 12 y 18 sus múltiplos son: 
12: (12,24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120 poccoionioniiniecas ) 
18: — (18,36, 54, 72, 90, 108, 126, 144, 162, 180, encrcnecinonos ) 


El conjunto de los múltiplos comunes es el que consta de los números que son múltiplos a la vez 
de 12 y 18, es decir: (36, 72, 108,.......... ) 


El elemento menor de este conjunto, 36, recibe el nombre de mínimo común múltiplo (M. C. M.) 
de los números dados. En general, es el menor de los números que es múltiplo común de cada 
uno de los números dados. Es decir, es el menor número que los contiene un número exacto de 
veces. 


Mediante la factorización prima de los números dados, se puede determinar el M. C. M. De ellos. 
Regla para hallar el M. C. M.: 


e Se descompone cada número dado en sus factores primos. 

e Se consideran los números primos que son factores comunes de los números dados y se 
determina el producto de dichos factores afectados de su mayor exponente, incluyendo en 
este producto los factores que no se repiten (factores no comunes). Es decir, el M.C.M. se 
forma con el producto de los factores primos comunes y no comunes con su mayor 
exponente. 


Ejemplos: 


1) Hallar el mínimo común múltiplo de 96 y 108 


Solución: Descomponiendo en sus factores primos 
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Es decir, 96 = 25 x 3 


a 


(09) 


Es decir, 108 = 22 x 33 
Tomando de los factores primos que se repiten 25, 3, 22, 33, los de mayor exponente. 
Por lo tanto, el M. C. M. = 25 x 33 = 864 


2) Hallar el mínimo común múltiplo de 33, 49, 165, 245 y 343. 


Solución: Descomponiendo en sus factores primos 


39 tacon 
EJE 
— E 


Es decir, 33= 3 x 11 


"] 


Es decir, 49 = 72 
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Tomando de los factores primos que se repiten 3, 11, 72, 5, 73 los de mayor exponente. Queda 
IXTIUA TAX D: 


Por lo tanto, el M.C.M.=3x11x73x5=56595 
3) Hallar el mínimo común múltiplo de 123 y 215. 
Solución: Descomponiendo en sus factores primos 


3 
41 
Es decir, 123 = 3 x 41 
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Tomando los factores primos que en este caso no se repiten. 
Por lo tanto, el M.C.M.=3x41x5x43 = 26 445 


Cuando ya se tiene práctica, puedes realizar la factorización prima de todos los números a la 
vez, tal como se muestra en el ejemplo siguiente: 


4) Hallar el M. C. M. De 529, 1058, 1587 y 5290. 


Por lo tanto, el M.C.M. Es2x3x5x232= 15870 
3.1 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 


1) Hallar la menor capacidad posible de un depósito que se puede llenar en un número de 
minutos, abriendo al mismo tiempo 3 llaves que vierten líquido. La 1? de 12 litros por minuto, la 
2? de 18 litros por minuto y la 3? de 20 litros por minuto. ¿Cuánto tiempo tardaría en llenarse? 
Solución: la respuesta nos la da el mínimo común múltiplo 


Por lo tanto, el M.C.M. Es2x2x3x3x5 = 180 litros. El volumen que se vierte en un minuto 
= 12 + 18 + 20 = 50 litros. Tiempo que tarda en llenarse = 180 litros / 50 litros/minuto = 3.6 
minutos = 3 minutos 36 segundos. 
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2) Hallar el menor número de bombones necesario para repartir en tres grupos de 20, 25 y 30 
alumnos, de modo que cada alumno reciba un número exacto de bombones y que no sobren. 
¿Cuántos bombones recibirá cada alumno de cada grupo?. 


Para que les toque un número exacto, debemos hallar el M. C. M. Del número de alumnos. 


5 di SS 


dl S 


Por lo tanto, el M.C.M. Es2x2x3x5x5 = 300 bombones 
Al primer grupo le tocan 300 bombones/20 alumnos = 15 bombones por alumno. 
Al segundo grupo le tocan 300 bombones/25 alumnos = 12 bombones por alumno 
Al tercer grupo le tocan 300 bombones/30 alumnos = 10 bombones por alumno 
Si cada bolsa trae 30 bombones se necesitan 10 bolsas para reunir 300 bombones. 


3) ¿Cuál será la menor longitud de una varilla que se puede dividir en pedazos de 8, 9 o 15 cm 
de longitud sin que sobre ni falte nada? ¿Cuántos pedazos de cada longitud se podrán sacar de 
esa varilla? 


5 > S 
dl S 
al 5 


Por lo tanto, el M.C.M. Es2x2x2x3x3x5 = 360 centímetros = 3 metros 60 centímetros 
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De la primera longitud se pueden sacar 360 cm / 8 cm/pedazo = 45 pedazos 
De la segunda longitud se pueden sacar 360 cm / 9 cm/pedazo = 40 pedazos 


De la primera longitud se pueden sacar 360 cm / 15 cm/pedazo = 24 pedazos 


Y 


Ejercicio 4 

Hallar el M. C. M. de los siguientes grupos de números. 
) 32,80 

) 0.1, 30,14 

) 96, 102, 192, 306 
4) 13, 19,39, 342 

) 15, 16, 48, 150 

) 14, 38, 56, 114 

) 91, 845, 1690, 2197 


8) ¿Cuál será la menor suma de dinero que se puede tener en billetes de $ 10, $20 y $50 
pesos? ¿Cuántos billetes de cada denominación se tendrían para formar esa cantidad? 


9) Diana en su fiesta de cumpleaños, tiene que repartir tres pasteles de diferentes sabores, 
entre 30 niños, 20 niñas y 15 adultos, de modo que cada uno reciba un número exacto de 
rebanadas de los tres pasteles, ¿Cuántas rebanadas es necesario cortar en los tres pasteles, 
como mínimo? 


10) Víctor es un carpintero que desea poder obtener pedazos de 10 cm, 16 cm y 20 cm de 
longitud de un barrote de madera, sin que le sobre ni falte madera. ¿ Cuál será la menor longitud 
del barrote? ¿Cuántos pedazos de cada longitud se obtendrán? 


11) Irving es piloto en una compañía de aviación local, si tiene tres vuelos fijos cada 15, 10 y 
14 días respectivamente, Hoy se vio en problemas porque le tocan los tres vuelos. ¿Cuándo 
será la próxima vez que le ocurra lo mismo? 


UNIDAD IV MÁXIMO COMÚN DIVISOR 


DIVISIBILIDAD: Un número es divisible entre otro cuando al dividir el primero entre el segundo, 
el cociente es exacto. Ejemplos: 


La “Divisibilidad” es la propiedad que tiene un número para ser dividido exactamente entre otro. 


MÁXIMO COMÚN DIVISOR: Es el mayor número que es divisor común de cada uno de un conjunto 
de números dados. Es el número mayor que divide exactamente a los números dados. 


Divisor: es aquel número que divide a otro en forma exacta. 
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Por ejemplo, los divisores de 12 y 18 son: 
TA 12.34 2D 12 
18% (12,3,8,9 18 


El conjunto de los divisores comunes de 12 y 18, son aquellos números que son divisores a la 
vez de 12 y 18. 


Esto es: [1,2,3,.6) 


El mayor elemento de este conjunto es 6, que recibe el nombre de máximo común divisor (M. C. 
EN 


Mediante la factorización prima de los números dados, se puede determinar el M. C. D. De ellos. 
REGLA PARA DETERMINAR EL MÁXIMO COMÚN DIVISOR (M. C. D.): 


1) Se descompone cada número dado en sus factores primos. 
2) Se consideran los números primos que son divisores comunes de los números dados y se 
determina el producto de dichos divisores afectados de su menor exponente. 


Ejemplos: 1) Hallar el máximo común divisor de 24 y 68. 


Solución: Descomponiendo en sus factores primos 


O NNN 


Es decir, 24 = 23x 3 


ES 
a] 


5 


Es decir, 68 = 22x 17 
Tomando de los factores primos que se repiten 23 y 22, el de menor exponente. 
Por lo tanto, el M.C. D. =22=4 


2) Hallar el M. C. D. de 15, 45 y 60. 


Solución: Descomponiendo en sus factores primos 
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ESE 
_K 
E 


Es decir, 15=3x5 


Si] Cs | 19 


Es decir, 45=32x 5 


00. NN 


Es decir, 60 = 22x 3x5 
Tomando de los factores primos que se repiten 32, 3, y 5, con su menor exponente. 
Por lo tanto, el M.C.D.=3x5= 15 
3) Simplificar la fracción: 76 / 1425 


Una fracción está simplificada o reducida a su mínima expresión, cuando numerador y 
denominador son primos entre sí, es decir, cuando ya no tienen ningún divisor común, entonces 
se dice que la fracción es irreducible. 

Si se quiere simplificar una fracción, se dividen numerador y denominador por el mismo número. 
Note que el valor de una fracción no se altera al dividir ambos términos por un mismo número, 


Solución: Descomponiendo en sus factores primos 


RIIN/N 


' ; 


Es decir, 76 = 22x 19 
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Es decir, 1425 =3x 52 x 19 
Esto es, 


76 2?*x19 
1425 3x5? x19 
Quitando el factor común19 del numerador y del denominador, se obtiene : 


76 $ 4 


1425 3x5* 75 


Cuando ya tienes práctica, puedes realizar la factorización prima de todos los números a la vez, 
tal como se muestra en el ejemplo siguiente: 


4) Hallar el máximo común divisor de 2523, 5046, 5887 y 7569 


Solución: 


Note que 29 se repite dos veces como factor común a todos los números dados, por lo tanto, el 
M.C.M. Es29x29 = 292=841 


4.1 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 


1) Una persona camina un número exacto de pasos andando 650 cm, 800 cm y 1000 cm ¿Cuál 
es la mayor longitud posible de cada paso? 


Solución: La respuesta está dada por el máximo común divisor 
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al 
(e) 


O] 
N 
Ol 


ES 
0 


al 
El Sl Sl SIS ISA 


Note que el primer 2 es divisor común y que 5 se repite dos veces como divisor común a todos 
los números dados, por lo tanto, el M.C. M. Es2x5x5=2x 52 = 50 cm. Que es la longitud 
del paso buscada. 


2) Un padre da a uno de sus hijos $ 80 pesos, a otro $ 75 pesos y a otro $ 60 pesos para que 
los repartan entre los pobres, de modo tal que a cada pobre le toque la misma cantidad. ¿Cuál 
es la mayor cantidad que podrán dar a cada pobre? ¿A cuántos pobres pueden beneficiar? 


Solución: La respuesta está dada por el máximo común divisor 


LS 


Note que el único divisor común es 5, por lo tanto, el M. C. M. Es 5 pesos. Que es la cantidad 
a repartir a cada pobre. 


El total de dinero a repartir es: $ 80 + $ 75 + $ 60 = $ 215 pesos 


La cantidad de pobres beneficiados es = 215 pesos / 5 pesos/pobre = 43 pobres 


Matemáticas para Genios Reprobados6) AntúnezBook Tomo | 


3) Un hombre tiene 3 rollos de billetes de banco. En uno tiene $ 4500 pesos, en otro $ 5240 
pesos y en otro $ 6500 pesos. Si todos los billetes son iguales y de la mayor denominación 
posible, ¿Cuánto vale cada billete y cuantos billetes hay en cada rollo? 


Solución: La respuesta está dada por el máximo común divisor 


[22501] 2 2 a 
[mas] NO 1625 A 
O) 655 2 
a : 
E] 131 325 5 
7] al 15 


Note que el 2 se repite dos veces como divisor común y que 5 es divisor común de todos los 
números dados, por lo tanto, el M.C.M. Es2x2x5=22x5 = $ 20 pesos. Que es el valor del 
billete buscado. 


Por lo tanto, el número de billetes en cada rollo es : 

En el primer rollo hay $ 4500 pesos / $ 20 pesos / billete = 225 billetes 
En el segundo rollo hay $ 5240 pesos / $ 20 pesos / billete = 262 billetes 
En el primer rollo hay $ 6500 pesos / $ 20 pesos / billete = 325 billetes 


4) Se tienen 3 extensiones de 3675, 1575 y 2275 m?2 de superficie respectivamente y se quieren 
dividir en parcelas iguales. ¿Cuál ha de ser la superficie de cada parcela para que el número de 
parcelas sea el menor posible? 
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Note que el 5 se repite dos veces como divisor común y que 7 es divisor común de todos los 
números dados, por lo tanto, el M. C. M. Es5x5x?7=52x 7 = 175 m?. Que es el valor del 
tamaño de la parcela buscada. 


6) Compré cierto número de trajes por $ 2050 pesos. Vendí una parte por $ 1500 pesos, 
cobrando por cada traje lo mismo que me había costado. Hallar el mayor valor posible de cada 
traje y en ese supuesto, ¿Cuántos trajes me quedaron? 


O1 ES 01 00% MMS 


41 


Note que el 2 es divisor común y que 5 se repite dos veces como divisor común de todos los 
números dados, por lo tanto, el M.C.M. Es2x5x5=2x52 = $ 50 pesos. Que es el valor de 
cada uno de los trajes. 


Trajes que quedan = ( $ 2050 - $ 1500) pesos / $ 50 pesos/traje 
= $ 550 pesos / $ 50 pesos/traje = 11 trajes. 


Y 


Ejercicio 5 
1) HALLAR EL M.C.D. DE LOS SIGUIENTES GRUPOS DE NÚMEROS. 
) 144,520 
Y .38, 77,121 
c) 464,812,870 
) 
) 


O 0 


57, 133, 532, 1824 
961, 2821, 2418, 10571 


(Y) 


f) 465, 744,837, 2511 
8) 3174, 4761, 9522, 12696 
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2) Se tienen tres ranchos con 14 700, 6 300 y 9 100 m2 de superficie respectivamente, se 
desea dividir en parcelas de ¡igual superficie. ¿Cuál es el tamaño posible de la parcela para que 
el número en cada uno de los ranchos sea el menor posible? 


3) Félix desea repartir su fortuna en pesos de: 110 millones en cuentas bancarias, 42 millones 
en acciones de hoteles y 68 millones en propiedades; entre algunos miembros de toda su 
familia, quiere que a cada uno le correspondan de los tres bienes en forma exacta. ¿ Entre 
cuántos miembros de su familia deberá repartir su fortuna?. 


4) Se tienen tres urnas que contienen 900 fichas rojas, 1048 fichas verdes y 1300 fichas 
amarillas y se van a repartir entre jugadores de naipes con el fin de ser usadas en lugar de dinero. 
Si a cada jugador le debe corresponder exactamente la misma cantidad de fichas de los tres 
colores, ¿Cuántos jugadores están en la ronda? 


5) ¿Cuál será la mayor longitud de un cable, con la que se puedan medir exactamente tres 
dimensiones de 70, 280 y 400 metros? 


6) ¿Se podrán dividir tres listones de 56, 84 y 140 centímetros, en pedazos de 4 centímetros 
de longitud sin que sobre ni falte entre cada listón? 


Fracción propia. Su valor es menor que la unidad. 
Fracciones Fracción impropia. Su valor es mayor que la unidad. 


Fracciones equivalentes 


sia:d=b-:c. 


Suma y resta 


Para sumar (o restar) fracciones se reducen a común 
denominador y se suman (o restan) los numeradores. 


Producto 


El producto de dos fracciones es otra fracción que tiene 
por numerador el producto de los numeradores, 
y por denominador, el producto de los denominadores. 


o 


Operaciones 
a O ltda 
con fracciones 


División 
Para dividir dos fracciones se multiplica la primera 
fracción por la inversa de la segunda. 


a | 


UNIDAD V OPERACIONES CON NÚMEROS FRACCIONARIOS 


Un número fraccionario es el cociente indicado de una división entre dos números enteros. 
También se define como el que representa un número de partes iguales de una unidad dividida. 


Los números fraccionarios son en realidad los famosos quebrados, aunque también se les 
denominan simplemente fracciones. 


Se representan por: 
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> donde a es el numerador y b es el denominador. 


Ejemplos de números fraccionarios: 
3 5 1 9 1 5 2 


—,—,» —» —>» —, —.—, Cte 


E E A Yi e O 
El numerador nos indica el número de partes iguales que tomamos de la unidad o entero. 


El denominador es el número de partes iguales en las que se dividió la unidad o entero. Al 
numerador y al denominador se llaman términos de la fracción. 


Por ejemplo, en la fracción Y4, significa que el entero se dividió en 4 partes iguales (denominador) 
y que de ese entero tomamos sólo 1 parte (numerador). 


Gráficamente: 


Significados de una fracción 


Significado 1.- Una fracción indica una división. Por ejemplo, Y% quiere decir 3 divido por 4 o bien 
3-4. Cuando una fracción significa división, el numerador es el dividendo y el denominador es el 
divisor. 


Significado 2.- Una fracción indica una razón. Por ejemplo, % quiere decir 3 a 4 o bien 3:4. Cuando 
una fracción significa razón de dos cantidades, éstas deben estar expresadas en las mismas 
unidades. Por ejemplo la razón de 3 días a 2 semanas es 3:14 o bien 3/14. Se ha hecho la 
equivalencia de 2 semanas a 14 días eliminándose luego la unidad común. 


Significado 3.- Una fracción indica una parte de todo o una parte de un grupo de cosas. Por ejemplo, 

Y. puede expresarse tres cuartos de una moneda o bien 3 monedas de 4 monedas. 

Numerador o Denominador Nulo 

Si el numerador de una fracción es cero, el valor de dicha fracción es nulo siempre que el 

denominador sea distinto de cero. Por ejemplo 0/3 = O. Asimismo, si x/3=0 se deduce que x=0. La 
x-5 

fracción 3 para x= 5 vale cero. Sin embargo 0/0 es indeterminado. 


Como la división por cero carece de sentido, una fracción cuyo denominador sea cero es imposible. 
Por ejemplo 3-0 es imposible. O bien 3/0 carece de sentido. Asimismo, si x= 0 la fracción 5-x es 
imposible o bien 5/x carece de sentido. 
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A la mayoría de los estudiantes no les gusta trabajar con números fraccionarios o quebrados, 
porque piensan que los números fraccionarios casi ni se utilizan ni aparecen muy 
frecuentemente. Cabe mencionar que los números fraccionarios son más abundantes que los 
números enteros, recordando que éstos son un subconjunto o parte de los fraccionarios. De 
hecho su estudio y dominio son tan importantes, que la mayoría de los estudiantes que 
reprueban matemáticas se debe a que no saben hacer operaciones con estos números. 


Esto es: 


Números 
Fraccionarios 


Por ejemplo, los siguientes son números enteros que al ser divididos entre 1, no cambian, es 
decir, todo número entero se puede expresar como número fraccionario al ser dividido entre 1. 


O sea: 


To T—». —> —» —> —» —, €tce 


Las fracciones se clasifican en: fracciones propias, fracciones impropias y fracciones mixtas. 


Las fracciones propias son todas aquellas en las que el numerador es menor que el 
denominador, es decir, toda fracción propia siempre será menor que la unidad (1). 


Por ejemplo, todas las fracciones siguientes son propias: 


3 5 1 9 1 5 2 
> A oa Due» etc. 

8 7 14 10 2 12 5 

Nota que el numerador siempre es menor que el denominador. Por ejemplo, 3/8 = 0.375 que es 

menor que 1. 


Las fracciones impropias son todas aquellas en las que el numerador es mayor que el 
denominador, es decir, toda fracción impropia siempre será mayor que la unidad (1). 


Por ejemplo, todas las fracciones siguientes son impropias: 


10 15 14 9 3 3 12 
, > . » SN E etc. 
8 Y 12 4 Z 


Nota que el numerador siempre es mayor que el denominador. Por ejemplo, 3/2 = 1.5 que es 
mayor que 1. 
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Las fracciones mixtas son todas aquellas que están compuestas de un número entero y una 
fracción propia. 


Su forma general es: 


a— donde a son los enteros, b es el numerador y c es el denominador 
C 


Ejemplos de fracciones mixtas: 


Una fracción mixta siempre surge de una fracción impropia en la cual se ha realizado la división. 
Sea por ejemplo la fracción 19/7, si realizamos la división entera resulta: 


2 
19 
7 
5 
El cociente representa los enteros, el residuo será el numerador y el divisor será el denominador 
de la fracción mixta. Es decir, esto se puede expresar como: 


7 7 
En general, al hacer la división de la fracción impropia, 


19223 


la fracción mixta se expresa como 


] Residuo 
Cociente ————— 


Divisor 


Ejemplo: Convertir la fracción impropia 23/5 a fracción mixta. 


4 
, DUNA . 23 
Realizando la división, se tiene : 5 3 
il = Cociente a = 4 e 
Divisor 5 
Ejemplo: Convertir la fracción impropia 49/9 a fracción mixta. 
5 


49 
Realizando la división, se tiene :9 | a 


49 ] Residuo 4 

— = Cociente ——— = 5— 

9 Divisor 9 
Si nos dan una fracción mixta, esta puede convertirse a fracción impropia invirtiendo el proceso 
de la división, que se establece en la regla siguiente: El número de enteros se multiplica por el 
denominador y a esto se le suma el numerador, quedando dividido todo entre el mismo 


denominador de la fracción mixta. 


Esto es: 


__AÉ——_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—___—_—_—_—_—_—_—____—_—_—_—_—_—_—_—_______— 
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En general, dada una fracción mixta se convierte a fracción impropia mediante : 


Enteros x Denominador + Numerador 


Denominador 
b b a b a-c+1:-b a:c+b 
a-=4a+-==>+-= = 
€ ec L e 1+E € 
12-1,2-1,2_3+2_5 
3 SS 13 3 3 
z! A 1 2,1 6+1 7 
3 TF 3 3 
A continuación se muestra la conversión de fracción mixta a fracción impropia: 


1) Convertir 1 a fracciónimpropia 


Enterosx Denominada + Numerador_ 7x5+3_354+3_ 38 


Denominada 5 5 7 


2) Convertir 15 a fracciónimpropia 


11x9+8_9+8_ 107 
9 9 9 
3) Convertir 2> a fracciónimpropia 


2x7+5 1445 19 
7 “3 


(> 


Ejercicio 6 
1) Clasificar las siguientes fracciones como propias o impropias: 


a) 2/3 

b) 11/10 
c) 7/4 

d 9/13 


) 
e) 12/5 
) Convertir las fracciones impropias a fracciones mixtas: 


__A———_—_—_—_—_—_—_——_—_—_—__—_—____—_—__—_—__—_—__—_—_—_—————__——— 
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4 19 á 73 
“Y "5 
3 27 A: 51 
"8 "4 
a 20 A 14 
3 El 
Ñ 5 y 40 
"3 "$ 
8 25 4ñ 11 
. 3 Sa Es 
3) Convertir las fracciones mixtas a fracciones impropias: 
a) 7 Ya 
b) 5 Ya 
c) TL DE 
d) 143% 
e) 10 % 


5.2 TEOREMAS IMPORTANTES DE LAS FRACCIONES 


Teorema: De dos fracciones que tienen el mismo denominador, es mayor la que tiene mayor 
numerador. Sia > b, entonces: 


c € 
Por ejemplo: 
6 4 
=>»— 
Ml y 
Teorema: De dos fracciones que tienen el mismo numerador, es mayor la que tiene menor 
denominador. Sia <b, entonces: 


Por ejemplo: 


3.3 
=>— 
2 4 


Fracciones Equivalentes: Es la que se obtiene de multiplicar o dividir por un mismo número tanto 
el numerador como el denominador de una fracción. Ejemplos: 


Á_AÁA<A——_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—__—_—___—_—_—_—__—_—__—_—_—_——————>—==2 
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ad El el a RA 
34) 12” 3Xh2) 6” 7X3) 21 
Entonces las fracciones equivalentes son aquellas que tienen el mismo valor, pero distintos 
2 20 20x 


numerador y denominador. Por ejemplo CTA son fracciones equivalentes porque 
Xx 
2 _20_20x 
3 30 30x 


Para obtener fracciones equivalentes se aplican las siguientes propiedades: 


Propiedad 1: Se multiplican numerador y denominador de una fracción por un mismo número 
distinto de cero, la fracción no varía. 


7> > Tanto 3 como 4 se han multiplicado por 10 
5 e Sx 


a Tanto 5 como 7 se han multiplicado por x 
Xx 


Propiedad 2: Se dividen numerador y denominador de una fracción por un mismo número, distinto 
de cero, la fracción no varía. 


ES = : Tanto 400 como 500 se han divido entre 100 
2 
537 ; Tanto 7a? como 9a? se han divido entre 
a 


Para simplificar fracciones equivalentes, basta dividir numerador y denominador por una misma 


cantidad, es decir, sacar mitad, tercera, cuarta, quinta, etc.; tanto al numerador como al 
denominador de la fracción. 


Ejemplos: Simplificar a su mínima expresión las siguientes fracciones equivalentes. 


a) 

210 105 35 _ 7 

270 135 45 9 

mitad tercera quinta 

b) 

216 108 _36 12 _ 4 
162 — 81 27 9 3 
mitad tercera tercera tercera 

c) 

2205 735 245 49 _ 7 
18900 630 210 42 6 


mitad tercera quinta septima 


Teorema: Una fracción no cambia su valor, cuando se multiplican o dividen por un mismo número 
tanto el numerador como el denominador. 


Por ejemplo, Y si lo multiplicamos por 3, tanto el numerador como el denominador, queda como: 
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2x3 

Multiplicaido este resultado por 5: 

3x5 15 

6x5 30 

O sea: 

13.1 

2 6 30 
Ahora, si a 15/30 le sacamos quinta, que significa dividir entre 5, tanto el numerador como el 
denominador, se obtiene: 


Observe que obtenemos nuevamente la fracción Y2, a pesar de que la hemos multiplicado y 
divido varias veces. Con esto se comprueba el teorema que afirma “Una fracción no cambia su 
valor, cuando se multiplican o dividen por un mismo número tanto el numerador como el 
denominador”. 


EL RECIPROCO DE UN NÚMERO 
El recíproco de un número de un número es igual a la unidad dividida por dicho número. Por 
ejemplo, el inverso de 5 es 1/5. Asimismo, el reciproco de 2/3 es 3/2, porque 3/2=1--2/3 
Propiedad 1. Las fracciones a/b y b/a son reciprocas; esto es, el reciproco de una fracción se 
obtiene permutando numerador y denominador. 

2-3 y E b 


: =1 
Propiedad 2. El producto de dos recíprocos es la unidad. Por ejemplo 3 2  ,b a 


Propiedad 3. Para dividir por un número o una fracción se multiplica por el reciproco. Por ejemplo 


8+3=8-> 12 a a 


SS 55 


Propiedad 4. Para resolver una ecuación con un coeficiente fraccionario se multiplican los dos 


2 
—x=10 
miembros por la fracción recíproca. Por ejemplo para resolver la ecuación 3 , se multiplican 


3 3 2 3 
ambos miembros por 2.Es decir 2 3 2 dedondex= 15 
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Forma estándar de una fracción 


4 =4 aa E ba 
b se escribe como ? —b se escribe como ? b se escribe como ? 

2 == ZE a =% Es 

-b se escribe como ? —b se escribe como ? —b se escribe como ? 


a -0 
Las formas > y b se llaman formas estándar de una fracción y sirven para escribir respuestas 
que incluyen fracciones. 


UNIDAD VI SUMA DE NÚMEROS FRACCIONARIOS 
Se presentan dos casos: 
Caso l: Cuando todos los sumandos tienen el mismo denominador. 


Regla: Para sumar fracciones con el mismo denominador, se suman los numeradores y a la 
fracción resultante se le pone el denominador común. 


Ejemplos: 
pi¿8_5+8_18_,1 
3 3 3 3 3 
e ¡E US 7 7 q 
3 Ll 15.6 -3IPFHIPTISFG 25 5 1 
—+ + == — = —_____—_=—z=-—-=2- 
10 10 10 10 10 10 2 2 


Caso Il: Cuando los sumandos tienen distinto denominador. 


Regla: Para sumar fracciones con distinto denominador, se obtiene primero el común 
denominador, que es igual al producto de los denominadores de todos los sumandos, después 
el común denominador se divide por el denominador de cada sumando y se multiplica por su 
numerador respectivo. Por último se suman todos los productos individuales y dará como 
resultado el numerador final y el denominador del resultado será el común denominador. 


Esto es: 


ce ad +bc 


+—<= 
d bxd 


a 
b 


Esquemáticamente: 


xO——_———- 
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Ejemplos usando fracciones equivalentes: 


2 1 4+1 5 
Lars 6 6 

4 1 12+5 A Hor Ze 
Lot 5 571 

3 1 12+5 ES 
e 

3 Ñ 3+5 8 4 
o a a 

7 4 7+8 15 1 
are ri 

3 E 9+1 10 5 

4 12 12 12 6 


Ejemplos adicionales usando la regla para la suma de fracciones: 


14. 54 
ZETA 7x54+2x8 35+16 51 9 
DL. -+--= 2 == —=3I 
7 14 14 14 14 "14 
30 30 0 
A IEA ETA ISI IOX 4 _ 42415440 97,7 
5. 3 30 30 30 30 “30 
a a 
y2,5,2-4 ZIP GO 6x9+12x5+8x2_ 54+60+16 130 _65_,5 
4.2 3 24 24 


La operación de suma de fracciones, cuando se dominan traen muchos beneficios cuando en 
algebra se trabaja con operaciones con fracciones algebraicas, dado que existe una relación 
directa entre la operación aritmética y la algebraica, pero sobre todo, entender la importancia de 


dominar las operaciones aritméticas con fracciones, para usarlas después de la misma forma 
en álgebra. 


qQROÓÁÉo—.o—J———H—————————————————AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA 
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Xx y _x(32)+y(x+ y) 
x=y 32 (x= 1JGz) 


2) %-3%-== 
xXx yw xyw 
y=4 2w-7 3-2 a-b (y-4)bc(x-3)-(2w- 7)ac(x-= 3) + (31 - 2)ab(x +3) (a - blabe 
oOÓOQxx0 A KA —É—  —————————— 
a b c x-=3 abc(x= 3) 
4) IX Sy _  3z  _ 7x(a-b)(Qa+3b)+5y(a+b)(Qa+35)+3z(a+ bla —b) 
a=b (a-bY (2a-3by (a+ bla- 5) (2a-=3b) 


6.1 SUMA DE NUMEROS FRACCIONARIOS MIXTOS 


Se suman las partes enteras por un lado y sus partes fraccionarias por otro, al final se unen las 
partes enteras y fraccionarias resultantes para expresar el resultado. 


Ejemplos: 


2 3 5 2 3 5 2x4x6+3x5x6+5xXx5xXx4 
1)3 45747 =3 45474 ++ == 15454 CCT 


4 "6 5.4 6 5x4x6 
e E a O a es er 
o 120 o 120 60 60 60 60 
ans oarnidard ds tj IAEA TINA 
)5 z 3 g8 2 3 8x2x3 
A A O TE 
Sl 48 E 48 24 24 24 "024 


3 2 3 3.2 3 3x3x4+2x7x4+3Xx7xXx3 
3)67+53+27=6+5+2+7+3+7=134+ 732334 TT 


3 4 7 3 4 7x3x4 
a AE A o 
E 84 Ñ g4 g4 g4 “84 


También, las fracciones mixtas se pueden convertir a fracciones impropias y después sumarlas 
normalmente. 


Ejemplos: 


QaQ<——_—_—_—___———_ —_  _______________________—___—__ _ ___  — _ ———_—_—_—_—_—> 
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3 5 3 5 
18,15, 


235 + 


12. 20241, 25 
5 4 5 4 
—o 18, 


7 

2 
A EA 

5 

7 


25, 33 _58 
15 *5 ET 
72 425 Y 


” 20 *>30 20 
E 
10 ni 10 


135,63 198, 


13 
15 
E 
20 
y 
10 
23 


3) Realiza las siguientes sumas de fracciones mixtas: 


7 5 7 35 35 35 35 
A A 
9 6 9 6 54 54 54 54 18 
24) 2 2 39 419. 312,190,,502 . (22 . fil 
2 10 8 10 8 80 so 80 80 40 
Y 
Ejercicio 7 
1) Sumar las fracciones que tienen el mismo denominador 
9 17 
1'f Ed E 
) 5 5 
is rs 
9 9 9 
e a o 
33 33 33 33 
2) Sumar las fracciones que tienen distinto denominador: 
3 2 
1) =4+ == 
2 3 
2) Es q, LA = 
3 2 4 
3) a Ea dl = 
4 5 Ñ 
4) Es Y a 2 = 
2 4 3 5 


EaoR—AAáAA, KAÁAÁAÁA<  <I«6<I«<MMM¿MM¿M¿MRPR¿A¿€RPRA Ak 
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ME: 


sl 
| | 


+ 
a | o o |a aw a|ww e 
1l 


a Ju o |u aa » wo | 
E 
Lt ii o E 


mm + > 
+ 


+ 


4) Realiza los siguientes sumas de fracciones combinadas: 


13+3= 2Li+o= 3. 2+7= 
474+3= 5 +7= 67+ = 
TH 3= B+5= 974 = 
10.43+3 = 11.23+53= 


Resuelve los siguientes problemas con fracciones: 


5) Juan necesita 8 pedazos de madera de 3 Y4 pies de largo. ¿Cuánta madera en total 
necesita? 

6) El marcador de gasolina muestra que el tanque esta 1/3 lleno. Si el tanque tiene una 
capacidad de 24 galones, ¿Con cuántos galones más se llena el tanque? 

7) Maricela tiene 14 1/8 de tela, si utiliza Y para hacer unas cortinas, ¿cuánta tela le sobra? 

8) Una carnicería hizo un pedido e 15 3% libras de carne, si solo le surtieron 1/3 parte del 
pedido, ¿Cuantas libras de carne recibieron? 

9) Durante la semana, Luisa camino 1 9% millas, 2 Y2 millas, y 3 Y4 millas. ¿Cuantas millas 
camino en la semana? 

10)Marcos compro 25 metros cuadrado de alfombra, si la recamara de su hija tiene una 
superficie de 23 1/3 metros cuadrados, ¿Cuánta alfombra se desperdiciara? 


UNIDAD Vil. [RESTA DE NÚMEROS FRACCIONARIOS 
Se presentan dos casos: 
Caso |: Cuando el minuendo y el sustraendo tienen el mismo denominador. 


Regla: Para restar fracciones con el mismo denominador, se restan los numeradores y a la 
fracción resultante se le pone el denominador común. 


Ejemplos: 


_A<——_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—__—__—_—_—_—_—_—_—_—__—_—_—_—_——_—__—= 
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8 a 8-5 3 
3) 3 3 
2) O 
7 7 Y 7 
DI 3 1342 
10 10 10 10 5 


Caso II: Cuando el minuendo y el sustraendo tienen distinto denominador. 


Regla: Para restar fracciones con distinto denominador 


será el común denominador. 


Esto es: 
a C ad — be 
b  d bxd 
Ejemplos: 
o 
pá 4 30 70 _7x5-2x4 358 27,13 
14 14 214 14 14 
15 15 
¿TAR IEZAA 3x7 5x4 21-20 1 
3 15 8 -— E 5 
mI! 
3 7.2 4% 9% _9x7-4x2 63-8 55 19 
9 36 EE SS 


7.1 RESTA DE NUMEROS FRACCIONARIOS MIXTOS 


partes enteras y fraccionarias resultantes para expresar el resultado. 
Ejemplos: 


2 3 2 3 2x4-3X5 8-15 Z 20 vá 
A dy e LS 

5 pe Pe 5 4 5x4 20 20 20 20 

3+%=32 
5 a ps 5 1 5x3-1x8 15-8 7 7 
Xx Xx = 

A =4+4%=2+2=22 

8 8 3 8x3 24 24 24 

5: 9 5 9 10x5-6x9 50-54 4 30 2 
3) 5B==4==bB— +===>m= —_—————— = T— = = —= == -—= 

6 pl 6 10 6x10 60 60 30 30 


, se obtiene primero el común 
denominador, que es igual al producto de los denominadores del minuendo y sustraendo, 


después el común denominador se divide por los denominadores del minuendo y sustraendo y 
se multiplica por su numerador respectivo. Por último se resta el producto del sustraendo del 
producto del minuendo y dará como resultado el numerador final y el denominador del resultado 


Se restan las partes enteras por un lado y sus partes fraccionarias por otro, al final se unen las 
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Y 


l 


” 


Ejercicio 8 


mismo denominador 


1) Restar las fracciones que tienen el 


2) Restar las fracciones que tienen 
distinto denominador 


he 


2_2 
7 4 
As ¿Ms 
3 5 
10 _ 1 
vo 3 
E- 
7 5 
10 _ 1 
8 5 


4) Realiza las siguientes restas de fracciones mixtas: 


CS 


3 


P— 


| 
2 
tl 


00 [1 o | aa N | ajo a 


| 
tl 


CG) HE se?) Cs) 


ajo ola < lo aa a 


QOo—o een ———————AAAAó<á<— — eee ——— 
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5) Realiza los siguientes problemas de suma y resta de fracciones: 
ll Suma y resta de fracciones 


5 Una familia dedica dos tercios de sus ingresos a 
cubrir gastos de funcionamiento, ahorra la cuarta 
parte del total y gasta el resto en ocio. ¿Qué frac- 
ción de los ingresos invierte en ocio? 


6 En un congreso internacional, 3/8 de los delegados 
son americanos; 2/5 son asiáticos; 1/6, africanos, y 
el resto, europeos. ¿Qué fracción de los delegados 
ocupan los europeos? 


7 Un confitero ha fabricado 20 kilos de caramelos de 
los que 2/5 son de naranja; 3/10, de limón, y el res- 
to, de fresa. ¿Cuántos kilos de caramelos de fresa ha 
fabricado? 


8 Una confitería ha recibido un pedido de varias bol- 
sas de caramelos. Dos quintas partes de las bolsas 
son de naranja; tres décimas partes, de limón, y el 
resto, de fresa. Si había 6 bolsas de fresa, ¿cuántas 
bolsas formaban el pedido? 


9 En un hotel, la mitad de las habitaciones están en 
el primer piso; la tercera parte, en el segundo piso, 
y el resto, en el ático, que tiene diez habitaciones. 
¿Cuántas habitaciones hay en cada piso? 


UNIDAD VIIll MULTIPLICACIÓN DE FRACCIONES 


El producto de dos fracciones comunes, es otra fracción común que tiene por numerador el 
producto de los numeradores y por denominador, el producto de los denominadores. 


Esto es: 


b  d bx d bd 
Resumiendo, para multiplicar fracciones, multiplicamos numerador con numerador y 


denominador con denominador, obteniendo respectivamente el numerador y denominador de la 
fracción producto. 


Ejemplos: 


Á_A<——_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—___—_—_—_—_—_—_—_—_—____—__—_—__—_————_——— 
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1) = MW AA == A E) 
3 YT. 3XY 21 7 
e AA AR 
Z 3 2x5 10 5 
4 9 4x9 36 6 
FT. E. FRÍA FE. 11 
4) =x == A E 
6 14 6x14 84 12 
5) 2,3 9 2x3x9 90 _ 5 15 
3 7 8 3x7x8 168 84 28 
4 8 6 4x8x6 192 96 32 2 
6) —=x=x-= = ——m—= —= —=>—=6- 
> 3 Z $32 30 15 5 E 
356 3x5x6 90 
.23_12_2 
56 30 5 
7 3 21 
= X= — 
g8 4 32 
3.4 3 12 
14 4 


+ 
14.114 44 4 


5 1 5% 1 5 5 

A pesar de que es una regla muy sencilla, muchos alumnos dudan en el momento de aplicarla, 
lo cual no debería pasar, ya que las reglas matemáticas son muy sencillas y cortas, pero exigen 
que nos las grabemos firmemente en nuestra memoria y que siempre las realicemos de la misma 
forma. Ya que en matemáticas lo que más se castiga, es lo que yo llamo “la hipocresía en las 
matemáticas”, que consiste en hacer las operaciones de una forma y a veces de otra diferente, 
lo cual es el error más grave que podemos cometer y por lo tanto el más castigado. 


Aprenderse las reglas y leyes de las operaciones matemáticas es fundamental y vital, para lograr 
entenderlas y dominarlas. Las podemos aprender y decir con nuestras propias palabras, cuando 
ya sabemos su significado. Por ejemplo, he oído decir a algunos alumnos, que para multiplicar 
fracciones “se multiplica el de arriba por el de arriba y queda arriba, luego el de abajo por el de 
abajo y queda abajo”. Lo cual es correcto, a pesar de que no sea muy técnica o científica la 
expresión. 


8.1 MULTIPLICACION DE UN ENTERO POR UN NÚMERO 
FRACCIONARIO 


Se multiplica el entero por el numerador de la fracción y se deja como denominador de la fracción 
resultante, el mismo denominador de la fracción original. Esto es: 


__KAÉ——_—_—_—_——_—_—_—_—__—____—_—_—_—_—_—_—_—_—___—_—_—_—_—__—_————_———— 
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b ab 
ax—-==>=— 
a ac 
— X = — 
“Ch 
Ejemplos: 
5 3 5x3 15 
o 
8.2_8x6_48 
A 
9 7 9x7 63 21 
X= = = —= 
3 3 3 
11 4x11 44 22 | 
4 x— = = — = —= — 
12 12 12 6 12 
7 ig 78_56_,, 
EA 
5 19-5x9_45_15 
ici dr dE 
319 3X12_36_18_9 
aaa, or Ea 


8.2 MULTIPLICACIÓN DE NUMEROS FRACCIONARIOS MIXTOS 


Se convierten a fracciones impropias y se multiplican las fracciones normalmente. La fracción 
resultante se convierte a fracción mixta para expresar el resultado. 


Ejemplos: 
2 3 7xX5+2 3x4+3 37 15 37X15 555 S 3 
1) 712x375 = ——= Xx ——= == x===——==>===2/74+-=27- 
5 4 5 4 5 4 5x4 20 4 
4 Z 7xX5+4 9x4+2 39 38 39x38 1482 11 e Us 
IS x = Fx = == =234+=237 
7 9 YA 9 7 9 7x9 63 Zi Zzdl 


3) 
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UELONES 


Conve 


q ae Irae -mernati e SERRA = Jamas: 
tematicas ap Www. e- ernatu nato www. aamnatematic 


tematica A ¿Farww.e-matermnaticas Pa dudo e-matematc 


pre ww ¿Y pere as 3 Y -matematc 
s O GN pnftematica A E -rmatematic 
2 C C 

paté DW, 


mapematicas.nel 
pe rate -akematicas.ne 
thttp/fwww.e-résternaticas.ne 


as.nethttp:/f 
as.nethttp 


e-matematic 


2 tp loas 
HD 
ne hi WW 2 
DIN, 


Ema! o 
S E tp Fara ema nethttp IfararW SES 
thttp/Farww. e -rfastermmaticas.nethttp/farww. át 


tematicas nethttp/fwww.e-matematicas nethttp:/fwww,e-mate! 
tematizes fi pora ge oriftermaticas Dethitó ) y xXx > + 
temng s OLA nteamaticas4r t 

tern 25 lí matranalicas, den rara e-matematicas n 
ter qn TA Y Op IF WWW. eanatera 
terna das. im hp tara e- a ematicas neto www $ termnatic 
tematicas. méthttp www. e WWA naternatic 


Lara e-matematicas.n 
Ivar. e Erice as 


máternaticas. 


ternatic as pal. thttp: LSO. ES aji as, 


temalltás 


£-matematicas.nethttp 


Gihttp/fWwwwe- ra ternaticas -AN+ -matematc 
Wwe -matematicas. nethttp 


y ——— ae matematico 


Ejemplos: 


Ejercicio 9 
Evaluar las siguientes multiplicaciones de fracciones: 


cas nethttp ffararw e-matemat 
cas.nethttp/fwww.e-matemat 
aticas nethttp:/fwww.e-matemati 
ttp:/furww. e-matemat 
tipo /furww. e-matemat 
thttp www. e-maternati 


É 1ethttp /fararwr e-matemat 
¿Farura, e-matemahcas nethttp:/furww. e-matemat 


Hi TV ematcas.ne 
Pas. náthttp fvw. e-mátematicas.netlYtp:/fwww.e-matematicas.nethttp/fwww.e-matemati 
tematicas. Néthttp www. e-rfatematcas.neMttp:/farww. e-matematicas.nethttp:/fwwww.e-matemn: 


FIT. e 


tee hcas netht AR ER nethtto/furww e-matematicas.nethttp://vrww. e-matermah 
ESC cien Propiasimpropias: nethttp/fwww.e-matemat 


temahgas thttp girada e-rirgtematic En o MIA tematicas .nethttp:/fwww.e-matemat 
temaftas E PEN lemane as ¿Fw ref: Sjtemane s nethttp:/fwoww. e-matemat 
ter eri vw Y —-. 2 atematicas.nethttp/fwww.e-n aternati 
terr vw O e tematic thttp:/fwrww. e 


rethttp /fararvo. e-maternati 
thttpfwrww. e-maternat 
www. e-matemath 
Fwww.e-matemat 
nethttp/fwww.e-matemat 
A IL Jar e-matematicas.nethttp:/fwww.e-matemat 
mw.e-matematicas.nethttp:/fwww.e-matemnat 
q rw. e-matematicas.nethttp:/furww. e 
nethttp:/fwrww.e 


4 descnnona EEES rs 


rw. e-matermat 


nmftematica: ti: SS LN 
mhtematicasAe $) e PAR IN no by 
natemanc nethttó A 0 maticáS heth WWW. e-n 


atem ati 


rw.e-matemat 
emnat 


atemati 
nethttp:/fwww.e-matemat 
-matermnati 
Farerv. e-matemah 


y thttp:fwww.e-matemnat 
2 A A: ke matematicas. nethttp/fwww.e-matemat 
ternaticas.Q http FFOTWT. e- ematicas.nethttp/fwwpe-matematcas.nethttp:/fwuww. e-matemat 


ternmalras nethttn (fura elrmaternabiras nethtn fura e.rmmaternahiras nethtna fura e rnatern ah 


Otro método: Se escriben las fracciones mixtas cada una como la suma de su parte entera más 
su parte fraccionaria y se multiplican aplicando la propiedad asociativa y distributiva. 


9 1x32=(74+)(3+) =7x3+7xÍ+2x34+2%x2=214+%+%+2=21+ 
5 4 5 4 5 20 


(54 )1r) 544 Gr At 204 +7 += 20 
7 9 9 Ed 63 
= 204 AE 204 = 204 340 = 2347 =23 


5x21+4Xx6+6 105+24+6 135 
AL 214 A 214 0 21464 2 = 2742 = 277 
eS 2 
5) 9 MAS 
10x7+16X9+8 704+144+8 222 
63 


__A——_—_—_—_—_—_—_—_——_—_—_—_—__—_—__—__—_—__—__—_—_—————__——— 
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3 
347 5 
y A 
4.3 2 4 5. 15 
5 1 3 
A 8) =x=x10= 
3) 2x3x 7 ) ET 
1 1 3 
4) 52x3-= 9) 2x9= 
) 3 4 8 
EA EL ¿YT 1 
Ps 10) 2x3-x6-x=—= 
id e ) ET 


UNIDAD IX DIVISIÓN DE FRACCIONES 


Para dividir dos fracciones comunes, se multiplica la fracción dividendo por el recíproco de la 
fracción divisor. 


Esto es: 
a,c_a d_axd_ad 
bd bc bxec de 
Ejemplos: 
> A O MO + o O e A 17 
1) l+2=2x == 
3 7 3.06 3x6. 18 18 
y 454,9 4%9_36_,6_23 
zZ Y 253 2x3 10 10 3 
sE E A A 
3 al $ 2 -2X2 JO 3 5 
A E E 
89 8 8 8x8 64 64 
O TAI 
2:34 2 E 1 -2xLxL 6 
4 7 10 4 3 7 AKI] 84 42 
6) =+=+—==X=xX— = ———= —=>— 
3) 37 3 710. 3x7x10 (350. 175 
28492509 2x5x9 90 45 
DT) —=+-=+==>=x-x-== = — =— 
75 9 7 8 4 “7x8x4 224 112 


Otra forma de realizar la división de fracciones es: mediante la multiplicación de extremos por 
extremos y da como resultado el numerador de la fracción resultante, mientras que su 
denominador se obtiene multiplicando los medios. También se le conoce como “la ley de la 
tortilla o del sándwich”: 


7 
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3 
XK —— 
4 _ 3x8 _2M 
e x" 4x7 28 
8 
Ejemplos: 
5 
1) 5,6_3_5x7_extremos_35_ 17 
3.7 6 3x6 medios 18 18 
7 
4 
4 5 2 4x9 extremos 36 6 3 
2) 2+2=2=-= =2-32=3 
2 9 3 2x5 medios 10 10 5 
9 
8 
3) 8,2_5_8x1l_extremos_88_¿8 _ 4 
5'11 2 5x2 medios 10 10 5 
Ed 


Otro método para dividir dos fracciones —el cual no es muy recomendable, consiste en multiplicar 
el numerador de la primera por el denominador de la segunda, obteniendo el numerador; y luego 
el denominador de la primera por el numerador de la segunda, obteniendo el denominador de 


la fracción cociente. A esto se le conoce como multiplicación cruzada, pero sólo sirve cuando son 
2 fracciones. 


A O 
44542 8 
9.1 DIVISIÓN DE NÚMEROS ENTEROS POR FRACCIONES 


Para dividir números enteros entre una fracción, se invierte la fracción y se realiza la 
multiplicación de fracciones, recordando que todo entero tiene de denominador la unidad. 


Ejemplos: 


Á_AÉ——_—_—_—_—_—_—_——_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—__—_—_—_—___—_—_—_—_—__—_—__—_—_—_——————__—_——— 
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6 3 7 3x7 21 7 1 
1) Be == x= a = —==-=3- 
10 16 6: 2 
S 7x5 35 3 
5 8 8 8 
3) 422-43_32_ ¡p2 
8 3 3 3 
3 8 8 8 
y 
2 1 1 
O E RE 
5 14 14 7 7 
A LA 
9 29. .2x8 16 
Y 
de 


Ejercicio 10 
Evaluar las siguientes divisiones de quebrados: 


3 11 3 
1) =:== 6) —=+6= 
JE 9 JE 
2) AL 0) lla. 1_ 
4 6 4 2 
O E | 1 1 
3) =+-+-== 8) S==w-= 
2.3 4 2 
4) tee 9) 0 AA 
27 3 9 
E TA y ss 
y 5 4 


9.3 FRACCIONES COMPLEJAS 


Se llama así a la fracción que está formada por una serie de operaciones subsecuentes con 
fracciones. 


Se utiliza la propiedad siguiente para facilitar la simplificación de fracciones: 


_AÉ——_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—__—_—_—_—_—__—_—_—__—_—_—_—_—_—_—_—_—_—————— 
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a+ 2 - =— nia Operación Puppy 
y ER PE e EY 
5 3 3 5 
492 PIEL 164238 
3 9 9 9 
1_x09-1_x2-1 
24 X Xx 
=1)+ o do do si 
Ea E _ BUS 14d, Y y ey Ll. y 
y-1 y=] y-1 y-1 
También se utiliza la Operación Ricky Martin: 
1=B.....ORM 
a a 
b 
Ei 
Z 2 
3 
ll _x+3 
X X 
FS 
Ejemplos: 
E 
] 009-Efectúa —. 
14+= 
8 
Solución 


: y z 3 1 ba a 
Primero se efectúan las operaciones Sr y 1+ y sus resultados se dividen y se simplifican para obtener el resultado 
que se desea. 


1 3 43 1 
4_ 4 _ 4 _8x1 8 8-4 2 
141 8+1 9 9x4 36 36+4 9 

8 8 8 


A 2 
Por consiguiente, el resultado es Am 
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2 0». ¿Cuál es el resultado de 1 
1+ TE 
2 4 


Solución 
mn e E 
Se inicia con la operación —— a y las subsecuentes hasta obtener el resultado. 


A A A EE 
1+ TAI pan 1+ T 
2 4 4 + 
Por tanto, el resultado que se buscaba es 5 
Y 
Y 
Ejercicio 11 
Resuelve las siguientes fracciones complejas: 
l. > 3. 3+ = 5. l+ > 
1+5— e l= 7 
==) a == 
2 4 ¡1 
3 
2 e 
351 
2. 1+ = 4. 2- - 6, % Hr 
34 1-—= po Y 
fe las 
2 
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1 1 1+1 2-1 
Be des 3 +23 
4__4 2 2 
_L=_E a ds 
101 1 1 
2.3 1,2 1 A A 
7. 2 —_3 +(103-32] 10. —=— 13. a E 
1+= 3 3 l- T+ 
í í 
1+ 1 1- - 
2 a 
E 6 
3 
214 3-1 71 
EN, MA 45 E: 
1373 1 1 E 
A E — 3 l E 
s 5210 mn 23 (53) 14, 42 3 
—+— 3- 20 +—+=+- 
24 2 1.233 
EE 41 
2 4 33 


UNIDAD X CONVERSIÓN DE NÚMEROS DECIMALES PERIÓDICOS 
O PUROS A FRACCIONES 


Todo número racional puede representarse mediante un decimal periódico o puro. 
Consideremos, por ejemplo, el número racional 15/7. Al dividir 15 entre 7, los posibles residuos 
son O, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Si el residuo es O, la división es exacta. Si un residuo aparece por segunda 
vez, los términos que le siguen también se repetirán. Dado que solo hay 7 posibles residuos al 
dividir entre 7, los residuos se repetirán o la división resultará exacta en la séptima cifra decimal. 


Realizando la división: 


qQROÓÁÉÁo—eoe—eaJ—————————AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA 
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E al 
R|O O 


El hecho de que se presente nuevamente el residuo 1, significa que se repetirá nuevamente en 
la división el mismo proceso y que los dígitos 142857 se repetirán una y otra vez. 


Esto se representa por: 
15 == 
> 2.142857142857 


A ; . . a 
De la misma forma, cualquier número racional Pp? puede expresarse como 


un número decimal puro o periódico, necesitánd ose a lo sumo b cifras 
decimales para poder identifica r el periodo repetido. 
La raya en la parte superior, nos indica que este período se repite indefinidamente. 


Todo número decimal puro o periódico puede escribirse como un número racional de la forma 
a/b. 


NÚMERO DECIMAL PURO 


Multiplicamos y dividimos por una potencia de 10, de manera tal que el número dado se 
convierta en un entero. Después, simplificamos hasta llegar a una fracción irreducible. 


Simplificar una fracción significa que se divide el numerador por los divisores comunes, hasta 
que queden dos números que son primos entre sí. 


Por ejemplo, si deseamos convertir 0.375 a número racional, como tiene milésimas necesitamos 
multiplicar y dividir por 1 000. 


Queda: 
0.375 x 1000 375 75 15 3 


1000 1000 200 40 8 


Otro ejemplo, si deseamos convertir 0.32764 a número racional, como tiene cienmilésimas 
necesitamos multiplicar y dividir por 100 000. Queda: 


0.32764 x 100000 32764 16382 8191 


100000 - 100000 50000 25000 


NÚMERO DECIMAL PERIÓDICO: Si el número dado repite n dígitos, entonces lo multiplicamos por 
10n y a esto le restamos el número dado. Después, simplificamos hasta llegar a una fracción 
irreducible. 


ROo—«o-o_ ——eeee ee —————AAAAó<—  — —coeeoo—oo———————————  ——— JJ mb 
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Por ejemplo, si deseamos convertir el número a = 40.55555 a número racional, como repite un 
solo dígito, lo multiplicamos por 101 = 10. 


Queda: 
10a=  405.5555 
5 e 40.55595 
9a= 365 
Por lo tanto, despejando a, se obtiene: 365 
aa —— 


Otro ejemplo, si deseamos convertir a = 13.274 a número racional, como repite 3 dígitos, lo 
multiplicamos por 103 = 1 000. 


Queda: 
1000a = 13274.274 
-  a= 13.274 
99 a = 13261 


Por lo tanto, despejando a, se obtiene: 


_ 13261 


999 


Otro ejemplo más, si deseamos convertir a =5.7654 a número racional, como repite 4 dígitos, 
lo multiplicamos por 104 = 10 000. 


Queda: 
10000a = 57654 
- a = 5.7654 
99%9a = 57648.2346 


Por lo tanto, despejando a, se obtiene: 


_.57648.2346 576482346 192160782 64053594 5823054 2911527 


9999 99990000 33330000 11110000 1010000 505000 


Ejercicio 12 
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Convierte a fracción común las siguientes fracciones decimales. 
1. 0.8 3,12 5. 02 7. 9.032 9. 5.19 
2. 0.18 4. 421 6. 3121 8. 3.1214 10. 3.47 


19.2 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA DE FRACCIONES 


1. Una deuda se paga del siguiente modo: 1/3 en el primer año, 3 /5 en el segundo año, y el 
resto al tercer año. ¿Cuánto debe pagarse en el tercer año? 


Solución: Pago del primer año + Pago del segundo año + Pago del tercer año = 1 
A . : + pago del tercer año =1 


— + pago del tercer año =1 


a 14 15 14 
pago del tercer año =1-— =—-— 
i5 15 


> 1 
pago del tercer año = a 


2. Un circuito eléctrico está formado por 3 resistencias de 2 1/8, 3 Y4 y 9 11/16 ohmios. Si todas 
ellas están unidas en serie, hallar la resistencia total del circuito, que es igual a la suma de las 
resistencias que lo componen. 

1 1 11 


R=22+32+9— 
8 "4 “16 


Convirtien do las fracciones mixtas a fracciones comunes 


Hs 17,183,155 _ 17x2+13x4+155 _ 241 51 did 
8 4 16 16 16 16 
3. La circunferencia mide aproximadamente 3 1/7 veces del diámetro. Según esto, calcular la 
longitud de la circunferencia de un círculo de 28 metros de diámetro. 


Solución: 


1 22 28 616 
caia mia metros 


P=3-x28=— 
7 7 
4. La diagonal de un cuadrado mide aproximadamente 1 5/12 veces la longitud del lado. Según 
esto, calcular la longitud de la diagonal de un cuadrado de 18 cm de lado. 


Solución: 


A TE cm 
12 12 1 12 


5. La aleación de unas piezas para máquina está formado por 24/29 de cobre, 4/29 de estaño 
y 1/29 de zinc. ¿Cuántos Kg. de cada metal se necesitan para obtener 348 Kg. de aleación? 


Á_AÉ——_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—______—_—_—__—_—__—_—_—_—___—__— 
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Cobre = Ea 348 = E e 288 Kg. 
29 29 1 29 
Estaño = 4 348 a > Ea e A. = 48 Kg. 
z3 29 1 29 
Zinc = L 348 = E e Kg. 
29 29 1 29 


Comprobación: 288 Kg. de Cobre + 48 Kg. de Estaño + 12 Kg. de Zinc = 348 Kg. de aleación. 


6. Un circuito en paralelo está compuesto de 3 resistencias de 6, 9 y 12 ohmios. Hallar la 
resistencia total del circuito. 


Para hallar la resistencia total de un circuito en paralelo se utiliza la fórmula siguiente: 


Resistencia Total = 


; R 1 1 1 
Resistencia Total = ii" m”a 
++ e 
6 9 12 36 
Sacando el recíproco, se obtiene : 


Resistencia Total = Ed — ge ohmios 
13 13 


193) 


El recíproco de un número es el número que multiplicado por él da 1. 
Por ejemplo, para el número 2, su recíproco es 4, puesto que 2 x Y =2/2 = 1. 


Si el número es racional o quebrado, su reciproco se obtendrá pasando el numerador al 
denominador y su denominador al numerador. Esto es, si la fracción dada es a/b su reciproco 
será b/a. Note que su producto es 1, ya que a/b x b/a = ab /ab = 1. 


Si el número dado es a, entonces su recíproco es 1/a. 


7. La altura de un librero de madera es de 2 metros 6 1/8 centímetros. Si se desean colocar 6 
entrepaños de 1 5/8 centímetros de espesor, de tal modo que el espaciado sea uniforme. Hallar 
la separación de entrepaños que deberá utilizar el carpintero. 


Solución: La altura total del librero es de 200 centímetros + 6 1/8 centímetros, o sea: 206 1/8 
centímetros. 


El espesor total de los entrepaños es = 6 x 1 5/8 cm. = 6 x 13/8 cm. = 78/8 cm. 


El espacio a cubrir es de: 206 1/8 cm. - 78/8 cm. = 1649/8 cm. - 78/8 cm. = 1571/8 cm. = 
196 3/8 cm. 


Dividiendo entre 6, para obtener la distancia en entrepaños = 1571/8 cm. / 6 = 1571 /48 cm. 
= 32 35/48 cm. 
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Ejercicio 13 
Resuelva los siguientes problemas de aplicación práctica relativos a fracciones: 


1) Luciana compró 2/3 de metro de listón azul, 4/3 de metro de listón rojo y 2/3 de metro 
de listón verde. ¿Cuántos metros de listón compró en total? 


2) Durante el lanzamiento del transbordador espacial Columbia, la cuenta regresiva fue 
detenida 4 veces. El primer retardo fue de 1/5 de hora, el segundo de 3/5 de hora, el tercero 
tomó 2/5 de hora y el último fue de 1/5 de hora. ¿Cuánto tiempo en total se retrasó el 
lanzamiento? 


3) Para medir la cantidad de lluvia se utiliza el pluviómetro el cual la mide en milímetros o 
en pulgadas de lluvia. ¿Cuál fue el total de lluvia en pulgadas que cayó en una semana? Si el 
lunes llovió Y pulgada, el martes 2/3 de pulgada, el miércoles 3/10 de pulgada y los días 
restantes ya no llovió. 


4) Si un paquete de 20 kilogramos de peso se envía por vía aérea cuesta $ 50 Y. pesos y si 
se envía por vía terrestre cuesta $ 30 9% pesos. ¿Cuánto es más costoso enviarlo por aire que 
por tierra? 


5) El viaje en avión de la Cd. de México a Mexicali dura 3 Y2 horas con escala en Guadalajara. 
El mismo viaje de regreso dura 2 % horas. ¿Cuál es la diferencia en tiempo entre el viaje de ida 
y el de regreso? 


6) Un dispositivo para purificar agua fluye a razón de 60 Y litros por hora. A esta razón 
¿Cuántos litros producirá en 3 Y4 horas? 


7) El Teatro Salpinx tiene 300 asientos en palco y 540 asientos en luneta. En una función 
se ocuparon 2/3 de los asientos en palco y 5/6 de los asientos en luneta ¿Cuántos asientos 
quedaron desocupados? 


8) Una muchacha gastó 2/5 de su dinero en un vestido. Sí el vestido costó $ 150 pesos 
¿Cuánto dinero tenía originalmente? 


9) Un barril tiene una capacidad de 200 litros. Si el barril está lleno y se le extraen 28 Y 
litros ¿Cuántos litros quedan en el barril? 


10) Dos muchachos compraron unos patines entre los dos. Matuco puso $ 36 Y2 pesos y 
Agapito $ 42 Y4 pesos. Sí los quieren vender y ganar $ 15 9% pesos ¿Cuál debe ser el precio de 
venta? ¿Cuánto le tocará de la ganancia a cada cual si se reparten proporcionalmente a su 
cantidad aportada? 


11) Un tanque de agua de 200 litros es llenado usando una lata de 18 Y litros ¿Cuántos 
viajes es necesario hacer para llenar el tanque? 


12) Una mezcla contiene 3 kilogramos de sal y se disuelve en 45 litros de agua y otra contiene 
7 litros y se disuelve en 106 litros de agua. Considerando que 1 litro de agua pesa 1 kilogramo 
¿Cuál mezcla es más salada? 


13) ¿Cuántos discos compactos puedo adquirir con $ 675 pesos? Sí cada disco compacto 
cuesta $ 35 Y pesos. 
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14) Un centro delantero anotó 15 goles en 17 partidos y otro anotó 49 goles en 55 partidos 
¿Cuál jugador debe escoger el entrenador de acuerdo a su rendimiento? 


15) Durante un período de clases, 0.375 de los estudiantes estudiaron aritmética, 0.25 
estudiaron álgebra y 0.20 estudiaron ciencias sociales y los restantes 56 estudiantes estudiaron 
computación. Si ningún estudiante estudió en más de un área. ¿Cuántos estudiantes había por 


todos? 


-— Ejercicio 14 
EJERCICIO MIXTO DE FRACCIONES 


1) En cada caso, analice qué fracciones son equivalentes. 
s 10 7 14 


1 
2) ¿Qué fracción de un siglo son 40 años? 
3) ¿Qué fracción del día ha transcurrido cuando son las siete de la tarde? 
4) ¿Cuántos octavos hay en 2 unidades? 
5) Si un curso está compuesto por 25 hombres y 15 mujeres, entonces, ¿cuál es la fracción 
que representa la cantidad de hombres del curso? 
6) Realice las siguientes operaciones. 


1 5 2 5 4 2 
a)2 2 bh 3 03 5 
E, E al 
d) 4 8 e) 2 3 f) 4 
o a A 
g3 2 6 h2 3 4 ¡) 4 
7) Realice las siguientes multiplicaciones de fracciones. 

a ño A 23 
ay>= 7 py) 4 2 c) 6 3 y 9-4 
-10 50 400.75 e 33 
ey 15 20 f) 15 200 ge +4 h 7 

a: 
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qe 0 a a 
d) 15 30 ey 3 9 n9 53 
9) Realice las siguientes operaciones. 
A e 
a+ 3.2 b) 35 9 
3.2 26 
el == 7==:= a 2_2.2_, 
8 3 Sy 5.34 


10) Después de gastar Al de mi dinero, me quedan $ 12.000. ¿Cuánto dinero tenía? 


11) Julio recibió $ 550.000 gastó la quinta parte para pagar sus estudios y la cuarta parte para 
reparar el auto, ¿cuánto dinero le queda? 


12) Una pelota de goma cae de una altura de 80 centímetros sobre el piso, luego que rebota se 
eleva a una altura igual a Ñ de la altura que cayó. ¿A cuántos centímetros se eleva después 


del rebote? 


13) Una botella de bebida contiene - litros de bebida. Se saca la bebida necesaria para llenar 


5 vasos de z litro cada uno. ¿Cuánta bebida queda en la botella? 


14) Juan tiene una deuda de $680.000 y paga los - de ella. ¿Cuánto queda debiendo después 


del pago? 

15) Transforme los números mixtos a fracciones. 
1 1 2 

a) 23 b)52 c)65 
2 1 2 

d) 93 e)84 147 


PROBLEMAS DE APLICACIÓN 
16) Hay 5 gallinas y algunos gatos. En total hay 18 patas. ¿Cuántos gatos hay? 


17) En un bus viajan 40 personas. En una parada bajan 16 personas y suben 18. En la siguiente 
parada bajan 28 y suben 13. ¿Cuántas personas continúan en el bus? 


18) Determine si las siguientes frases son verdaderas o falsas. 
a) Si a un número positivo se le resta un número negativo el resultado es positivo. 


b) Si se suman dos números negativos el resultado es negativo. 


e 
d 


e) Al multiplicar una cantidad par de números negativos el resultado es positivo. 


Si resta dos números negativos, el resultado siempre es positivo. 


Al sumar dos números negativos el resultado es siempre negativo. 


) 
) 
) 
) 
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19) En una rifa se vendieron 100 números. Luis ha comprado un solo número, por lo que sus 


posibilidades de ganar el premio son de 1 de 100 o o ¿Cuántos números tendría que 


comprar en la rifa para aumentar sus posibilidades de ganar a?: 


Ein L E ! 
a) 100 py 10 c) 25 d) 4 


a A poa : 4 
20) María gana como secretaria $2400 pesos líquido. Gasta la cuarta parte en alimentarse; . 
1 ; ; 
del resto en renta, a de lo que sobra lo gasta en pasajes y vestuario, el resto lo gasta en pago 
de deudas. ¿Cuánto dinero gasta en cada una de las cosas mencionadas? 
a 1 
21) Se reparten 36 caramelos entre 4 jóvenes, de tal manera que: — de los caramelos se los 
3 
2 4 
lleva Juan; re de los caramelos se los lleva Luis, a del total se los lleva Mercedes y Pedro se 
lleva el resto. ¿Cuántos caramelos se lleva cada uno? 


22) Una piscina contiene 1.200 litros de agua cuando está llena hasta z de su capacidad. 


a) ¿Cuál es la capacidad total de la piscina? 


b) ¿Cuántos litros le faltan para llenarla? 


23) Para el aniversario del CBTis 134 se eligen dos delegados por curso. En un curso de 


ns E ] AO) 2 
Construcción se obtuvo la siguiente información: Pa del curso votaron por Laura; E del curso 


votaron por Andrés; - del curso votó por Felipe y _ del curso por Francisco. ¿Quienes 


obtuvieron más votos? 


LOS SIGUIENTES EJERCICIOS SON PARA TU ESTUDIO PERSONAL. 


1) Al realizar la operación: 22 +59 - 32, se obtiene: 
a) 2592 b) 3 186 c) 1910 d) 2002 
2)Al realizar la operación: 1.800 :20—10 , se obtiene: 
a) 180 b) 80 c) -1 d) 90 
3) Al realizar la operación: 6-—(-2)+5-20, se obtiene: 
a) -7 b) 7 c) -11 a 11 
4) El mínimo común múltiplo entre los números 3, 6 y 8 es: 
a) 48 b) 24 c) 16 d) 12 
) 


5) ¿Cuál de los siguientes pares de fracciones son equivalentes? 
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2 E 12 22 
a) 2 y 6 b) 3 y5 e + yt d) 2 y 6 
6) Al realizar la operación: ll + E En se obtiene: 
2.3 6 
7 5 pl 2 
a) 6 b) 6 c) 6 d) 3 
7) Al realizar la operación: a 4 a, se obtiene: 
34 2 
1 4 Ú 
a) 2 b) 4 0) 4 a) 2 
8) Al realizar la operación: 3 se obtiene: 
Es En EA a 
a) 8 by 8 c) 8 dy 8 
9) ¿Cuántos tercios hay en 5 unidades? 
a)3 b) 9 c)15 d) 30 


10) Pedro vende los > de un terreno de 2800 mts?. ¿Cuántos metros cuadrados vendió? 


a) 1200 mts? b) 800 mts? c) 1600 mts? d) 2400 mts? 

11) Una persona trabaja 8 horas diarias. ¿Qué fracción del día trabaja esta persona? 
1 1 2 3 

a) 4 b) 3 0) 3 d) 5 


12) Un hombre vende z de su terreno, arrienda > de lo que le queda y lo restante lo cultiva. 


¿Qué porción del terreno cultiva? 


EA a El a 
ay) 12 py 24 e) 12 dy) 24 
Acertijo: 


¡) Piensa un número del 1 al 9, el que quieras: 
¡i) Multiplícalo por 3 

¡¡i) Súmale 3 

iv) Multiplicalo otra vez por 3 


v) Suma los dígitos del resultado hasta obtener un solo digito ¿Cuál es el número? 


¿Obtendrás siempre el mismo número? Explica por qué sucede esto. 


Matemáticas para Genios ReprobadosO) AntúnezBook Tomo | 


aia Proporcionalidad a A 


Magnitudes inversamente 
proporcionales 


Magnitudes directamente 
proporcionales 


Dos magnitudes son directamente proporcionales 
cuando: 


Dos magnitudes son inversamente proporcionales 

cuando: 

+ Al aumentar una el doble, triple..., la otra 
aumenta de la misma manera. 

e Al disminuir una a la mitad, un tercio..., 
la otra disminuye de la misma manera. 


* Al aumentar una el doble, triple..., la otra 


disminuye a la mitad, la tercera parte... 
e Al disminuir una a la mitad, un tercio..., 
la otra aumenta el doble, triple... 
Dos magnitudes directamente proporcionales 
cumplen que: 


e El cociente entre dos cantidades 
correspondientes de cada una de ellas 
es siempre el mismo. 


A 


Cálculo de la parte 


Si de C Si de 100 => 1 


de 100 dec— Bis A de C 


A -100 t.C 


Dos magnitudes inversamente proporcionales 
cumplen que: 
e El producto de dos cantidades 
correspondientes de cada una de ellas 
es siempre el mismo. 


(e 


Cálculo del total 


Si de 100 --““=»> £ 


habrá A 


de donde: C= 4-10 


de donde: t = de donde: A= —— 
E 100 


UNIDAD X RAZONES Y PROPORCIONES 
10.1 RAZONES 


Una razón es una relación entre 2 cantidades. También se define como: el resultado de comparar 
dos cantidades de la misma especie. 


Razón aritmética: es la diferencia entre dos cantidades, o sea, a - b es una razón aritmética. Al 
primer término a, se le llama antecedente y al segundo término b, se le llama consecuente. 


Razón geométrica: es el cociente indicado entre dos cantidades, o sea, a/b, o a: b, es una razón 
geométrica. Al primer término a, se le llama antecedente y al segundo término b, se le llama 
consecuente. Se determina dividiendo el primer número por el segundo. Por ejemplo la razón de 
8 a 4, se puede escribir como 8/4 o 8 : 4 y sería igual a la razón 4 a 2 si le sacamos mitad. 


ss ágzgáz> 
ANTECEDENTE 


PON 
JEXTREMO [7% 8 6 día meoio 


MEDIO 24 3 EXTREMO 
ad 


CONSECUENTE 
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Una razón es una división indicada, es decir, una fracción; por lo tanto los principios válidos para 
las fracciones son válidos para las razones. 


” 4 


Las expresiones “en igual razón que”, “en la misma proporción que” y “proporcionalmente” son 


equivalentes. 


Por ejemplo, si repartimos $ 40 pesos entre 2 personas en la razón 3 a 5, de cada $ 8 pesos, a 
una le tocan $ 3 pesos y a la otra $ 5 pesos. Por lo tanto a la primera le tocarán 3/8 de $ 40 
pesos, o sea, $ 15 pesos y a la otra 5/8 de $ 40 pesos, es decir, $ 25 pesos. Note como $15 / 
$ 25 pesos están en la razón 3/5, si le sacamos quinta. 


De la misma forma, una escala de un plano también es una razón, es decir, es una relación entre 
2 longitudes y se define como: 


Escala = Longitud en el Terreno / Longitud en el Plano. 


Por ejemplo, si tengo una longitud en el terreno de 10 metros y deseo que quede representada 
por una longitud de 5 centímetros en el plano. ¿A qué escala debo dibujar el plano? 


Solución: 


La escala no tiene dimensiones, es decir, no lleva unidades. Por esto tenemos que expresar 
ambas cantidades en las mismas unidades, ya sea en metros o en centímetros. 


Recordando que 1 metro = 100 centímetros, es decir, para convertir metros a centímetros los 
multiplicamos por 100. Se obtiene: 


Escala = 1 000 centímetros / 5 centímetros = 200. Es decir, la escala debe ser 1:200, lo que 
significa que una unidad en el plano equivale a 200 unidades en el terreno. 


Existen escalas que se utilizan para agrandar, en los cuales la relación se invierte. Por ejemplo, 
cuando dibujamos el plano de un reloj o cosas pequeñas, por ejemplo, la escala que se utiliza 
es 50 : 1, es decir, 50 unidades en el plano equivalen a 1 unidad en su tamaño real. Los 
microscopios electrónicos permiten aumentos o acercamientos de 200 000:1, es decir, la 
imagen vista es 200 000 veces mayor o ampliada que su tamaño real. Las cámaras de vídeo, 
por ejemplo, miden su capacidad de acercamiento en x, lo cual significa que si son de 16x, 
permiten amplificar o acercar la imagen de un objeto hasta 16 veces de su tamaño normal. 


El valor de una razón no se altera cuando se suman o restan, multiplican o dividen, 
respectivamente sus términos por un mismo número. 


En toda razón si al antecedente se le suma o resta, multiplica o divide por una cantidad, la razón 
aumenta o disminuye, queda multiplicada o dividida, respectivamente por dicha cantidad. 


En toda razón si al consecuente se le suma o resta, multiplica o divide por una cantidad, la razón 
disminuye o aumenta, queda dividida o multiplicada por dicha cantidad respectivamente. 
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, se cumple las siguientes propiedades: 


Ejemplos sobre la aplicación de las razones aritméticas y geométricas. 
1) Cite 2 números cuya razón aritmética sea -4 
R.4-8=-4 
2) Hallar la razón aritmética y geométrica de 25 y 50 
R. Aritmética 25-50 = -25 


R. Geométrica == 


3) El mayor de 2 números es 10, si su razón es 4 : 1, hallar el número menor. 
Relacionamos el mayor de los números, con el número mayor de la relación y asignamos como 
x al número menor, relacionándolo con el número menor de la razón y despejamos a x. 
10 4 _(10)(1) 10 
"IN 
El número menor es 2.5 


= 2.5 


4. Separar el número 54 en dos partes que estén en le razón 2a 7. 


Representando la razón como 2x y 7x, tenemos: 


2x + 7x = 54 2 (6) = 12 
9x = 54 7 (6) = 42 
x=54=6 
9 
10.2 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 
1) Una habitación mide 9 metros de largo por 6 metros de ancho ¿Cuál es la razón largo- 
ancho? 
Largo / ancho = 9 metros / 6 metros =3/20bien3:2 

2) De 55 alumnos de un grupo solo concluyeron su bachillerato 33. ¿Qué tanto por ciento 


terminó? ¿Cuál es la razón entre los no egresados y el total de alumnos? 


Porcentaje de egresados = (alumnos egresados / Total de alumnos) x 100 
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= (33 / 55) x 100 = 60 % de los egresados. 
Razón = Alumnos no egresados / Total de alumnos = (55 - 33) / 55 = 22/55 = 2/5 
Es decir, de cada 5 alumnos 2 no egresaron y 3 si lo hicieron. 


El rendimiento de una máquina es la razón entre la energía útil (aprovechada) y la energía 
consumida (útil + perdida) y se suele expresar en tanto por ciento. 


Esto es: Rendimiento = (energía útil / energía consumida) x 100 
3) Si un motor consume 6 000 vatios de los que se aprovechan 5 400 ¿Cuál es su rendimiento? 


Rendimiento = (5 400 vatios / 6 000 vatios) x 100 = 90 %. Es decir, un 10 % de la energía se 
desperdicia. 


El rendimiento siempre es menor o igual que 100 %. 


4) Una mezcla está formada de 8 partes de alcohol y 6 de agua ¿Cuántos litros de alcohol y 
de agua hay en 140 litros de la mezcla? 


El número de partes es de 8 de alcohol + 6 de agua = 14. 


De estas los 8/14 de 140 litros son de alcohol, es decir, 80 litros y los 6/14 de 140 litros son de 
agua, o sea, 60 litros. 


Comprobación: 80 litros de alcohol + 60 litros de agua = 140 litros de mezcla. 


5) Cuatro personas poseen terrenos colindantes con la misma calle, cuyo costo por 
pavimentarla fue de $ 105 000 pesos. Si los frentes de cada terreno son de 25, 35, 50 y 75 
metros ¿Cuánto le corresponde pagar a cada uno por la pavimentación? 


El total de metros pavimentado fue de 25 + 35 + 65 + 85 = 210 metros. 


Primer terreno: 25/210 de $ 105 000 = $ 12 500 pesos 
Segundo terreno:  35/210 de $ 105 000 = $ 17 500 pesos 
Tercer terreno: 65/210 de $ 105 000 = $ 32 500 pesos 
Cuarto terreno: 85/210 de $ 105 000 = $ 42 500 pesos 
10.3 PROPORCIONES 
Una proporción es la igualdad entre dos razones. 
- a z HT = He 2] 
razón razón razón razón 
Proporción Proporción 


Se representa pora/b = c/d otambién pora: b=c: d. Donde, a y d se les llama extremos, 
b y c se les denomina medios de la proporción. Es evidente que si: a/b = c/ d, entonces 
ad=bc, es decir, en toda proporción el producto de los extremos es igual al producto de los 
medios. 
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Razones y Proporciones 


E 
Proporción aritmética Proporción geométrica 
a Proporción aritmética discreta a Proporción geométrica discreta 
a-b=C-d>a+d=C+b le] Cc d = b. a y d: extremos 
a y d: extremos b as” a. C b y C: medios 
b y C: medios 


a Proporción aritmética continua a Proporción geométrica continua 


a+C a_ b - 
a-b=b-C>b= AE b? =3.C 
b: media diferencial P 
at b: media proporcional 
o media aritmética o media geométrica 


En la proporción intervienen 4 cantidades, de las cuales sí se conocen 3, podemos hallar la 
cuarta cantidad. Por ejemplo, si en la proporción 3 : 12 = 9: d. Es claro que el producto de los 
extremos 3d debe ser igual al producto de los medios 12x9 = 108. Por lo tanto, 3 d = 108, o sea, 


d = 108 / 3 = 36. 
PROPORCIÓN ARITMÉTICA O EQUIDIFERENCIA: Se define como igualdad entre dos razones 
aritméticas o diferencias. 


TÉRMINOS DE UNA EQUIDIFERENCIA: En una proporción aritmética se llaman extremos al 
primero y cuarto términos y medios al segundo y al tercer términos. 


edios 
y 
2-3= 4- 


5 -6 
4 
Extremos | 
Medios 


Extremos 


de 
'.>0 Pr 


Bea 
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Proporciones aritméticas Proporciones geométricas 


o Pueden ser: o Pueden ser: 
Discretas: cuando sus. Discretas: cuando sus 
medios no son iguales. medios no son iguales. 
Ejemplo: , 
Ejemplo: 
15-10=12-7 Papa e A 


3 
Continuas: cuando sus Continuas: cuando sus 
medios son iguales. medios son iguales. 
Ejemplo: o Ejemplo: 
28-21 =21-14 


PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE LA PROPORCIÓN ARITMÉTICA: En toda proporción aritmética, la 
suma de sus extremos es igual a la suma de sus medios. 


PROPORCIÓN GEOMÉTRICA O EQUICOCIENTE: Se define como la igualdad entre dos razones 
geométricas o cocientes. 


PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE LA PROPORCIÓN GEOMÉTRICA: En toda proporción geométrica 
el producto de los extremos es igual al producto de los medios. 


CÁLCULO DE LA TERCERA PROPORCIONAL DE DOS NÚMEROS 
La tercera proporcional es el primero o cuarto término de una proporción continua. 


Para calcular la Tercera Proporcional de dos números dados, solo será necesario formular una 
proporción geométrica continua, colocando de término medio uno de los números dados y “x” 
como último entero. 


Ejemplos: Hallar la tercera proporcional de 8 y 12. 


3_2 
12 Xx 
— (2) (12) 
8 
144 8 12 
> A A 
8 12 18 


CÁLCULO DE LA CUARTA PROPORCIONAL DE 3 NÚMEROS DADOS 


La cuarta proporcional es cualquiera de los cuatro términos de una proporción geométrica 
discreta o no continua. 


Para calcular, solo es necesario formular una proporción geométrica discreta, colocando de 
último extremo a Xx. 


Ejemplos: 


__A———_—_—_—_—_—_—_——_—_—_—_—_—__—_—_—___—_—__—__—__—_—_—_—_—_—__—_______— 
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20 _5 x-0660)_ 15 
3 pd 20 20 
k = =i UT 
4 
12 20 Si 20 (3,000) E 60.000 = 50.000 
3.000  x 12 12 


Dadas dos cantidades, si a un aumento de una corresponde un aumento para la otra; o a 
una disminución de una, corresponde una disminución para la otra, se dice que son 
directamente proporcionales. 


Dadas dos cantidades, puede ocurrir que, a un aumento de una, disminuya la otra; o que, al 
disminuir una, la otra aumente. Si pasa esto se dice que las dos cantidades son inversamente 
proporcionales. 

Recuerda también que la propiedad fundamental de las razones es: “el valor de un extremo es 
igual al producto de los medios entre el extremo conocido” y “el valor de un medio es igual al 
producto de los extremos entre el medio conocido”. 


10.4 REGLA DE TRES SIMPLE DIRECTA 


Cuando deseamos hallar una cantidad a partir de 3 conocidas y que forman una proporción, se 
le conoce como Regla de Tres Simple y tiene bastantes aplicaciones prácticas. Para aplicarla, 
formamos dos columnas y colocamos en cada una de ellas las cantidades del mismo tipo, 
después multiplicamos cruzado y despejamos la cantidad desconocida. 


TIPOS DE REGLA DE TRES 
La regla de tres puede ser simple o compuesta. 


Es simple cuando solamente dos magnitudes intervienen en ella; y es compuesta cuando 
intervienen tres o más magnitudes. 


Primero hay que identificar las magnitudes que intervienen en la situación y qué tipo de Regla 
de tres es. 


EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 


1) Si con 16 litros de gasolina un coche puede recorrer 288 kilómetros ¿Cuántos litros 
consumirá en 564 kilómetros? 


16 litros 288 Km. 
a litros 564 Km. 


Multiplicando cruzado 16 x 564 = 288 a 
Despejando, a = 16 x 564 / 288 = 31.33 litros. 
2) ¿Cuánto cuestan 9 kilogramos de dulces si 5 kilogramos cuestan $ 450 pesos? 
5 Kg. $ 450 pesos 
9 Kg. a pesos 
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Multiplicando cruzado 5a=9x450 
Despejando, a=9x450/5= $ 810 pesos. 
3) Si 18 libros cuestan $ 5 832 pesos ¿Cuánto cuestan 4 docenas de libros del mismo tipo? 


Recordando que una docena = 12 unidades, por lo tanto, 4 docenas = 4 x 12 = 48. 


18 libros $ 5 832 pesos 


48 libros X pesos 


Multiplicando cruzado 18 x = 48 x 5 832 
Despejando, x= 48 x 5 832 / 18 = $ 15 552 pesos. 


4) Cuatro trabajadores construyen una muralla en 5 horas. ¿Cuántos trabajadores se necesitan 
para construir 10 murallas en un solo día? Un día, para este caso se refiere a la jornada de 
trabajo, o sea 8 horas. 


Trabajadores Muralla Horas 


4 1 5 

X 10 8 

uo Mo E, 0 8 

Más trabajadores más murallas 4 y” y 
Relación directa 
A E 
Más trabajadores menos horas 
X= 25 


5) Un granjero tiene alimento para un caballo durante 10 días y si fuera un burro tendría para 
15 días. ¿Cuánto tiempo durará el alimento si tiene dos caballos y dos burros? 
Solución: Sea A la cantidad de alimento. 

Consumo diario del caballo = A/10 


Consumo diario del burro =A/15 


Alimento Alimento de Alimento de 
2 caballos 2burros 

A = 2(A/10) t + 2(A/15) t 

Ll = 21/10 + 21/15 

L= 6t/30 + 4t/30 


Multiplicando todo por 30 y resolviendo 


AÁÉÉÁá]Á_KKÁ _  _—_—_—_—_——_—_—_ ____ ___ _ —_ ___ —_ _ __ __—_————J——————— 
Matemáticas para Genios ReprobadosO) AntúnezBook Tomo | 


30 = 10t ==> t =3 días. 


6) Se requieren imprimir 220000 hojas. Se dispone de una batería de 20 impresoras que 
imprimen, cada una, 1000 hojas/hora, en un horario de 2 de la tarde hasta las 6 de la tarde. 
Luego de las 6 de la tarde se liberan 10 impresoras que tienen una velocidad, cada una, de 5000 
hojas/hora. ¿A qué hora terminará la impresión? 


Impresoras Horas Hojas 
1 1 1000 
20 4 Xx 
¡0 x_4 20 
Más hojas más Horas 1 is 3 
Relación direc 


== X= 80000 


Más hojas más impresoras 


Relación directa 


X= 1000x20x4/(1x1) = 80000 hojas 
Para el segundo turno quedan por imprimir 140000 hojas (220000-80000) 


La batería de impresoras "diurnas" imprime, en conjunto, 20000/hora mientras que las 
nocturnas 50000/hora. 


Por tanto: 
20000t + 50000t = 140000 
70000t = 140000 
t= 2 horas, entonces la impresión se termina a las 8 de la noche. 


7) Carlos pinta cuatro veces más rápido que Andrés. Si juntos pintan una pared en quince días, 
¿Cuántos días emplearía Andrés para pintar solo la misma pared? 


Solución: Sea C y A la velocidad de Carlos y Andrés respectivamente, T el trabajo, entonces: 
C = 4A Relación de velocidad 

C*15+A*15=T 

4A*15 +A*15 =T 

T5A=T 

A =T/75 Velocidad de trabajo de A 

tA =T Velocidad por tiempo para realizar el trabajo T 

t=T/A =T/(T/75) = 75 días. 

10.5 REGLA DE TRES SIMPLE INVERSA 


Existen proporciones inversas, en las cuales al aumentar una cantidad debe disminuir la otra 
para conservar la proporción. 
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Por ejemplo, Si 15 hombres realizan un trabajo en 36 días, ¿Cuánto tiempo tardarán en hacer el 
mismo trabajo si contasen con 9 hombres más? 


Es evidente, que si el número de hombres se aumenta en 9, es decir, a 24 hombres, deben 
tardar menos tiempo en hacer el mismo trabajo. Como una cantidad aumenta y la otra debe 
disminuir, se trata de una proporción inversa. Para formarla es necesario colocar en diagonal las 
razones dadas. 


Esto es, 
15 hombres y días 
24 hombres 36 días 
Multiplicando cruzado 15 x 36 = 24 y 
Despejando, y = 15x 36 / 24 = 22.5 días. 


Otro ejemplo, Si 6 hombres realizan una excavación en 9 días, ¿Cuánto tiempo tardarán en hacer 
el mismo trabajo si se quitan 2 hombres? 


Es evidente, que si el número de hombres se disminuye en 2, es decir, a 4 hombres, deben tardar 
más tiempo en hacer el mismo trabajo. Como una cantidad aumenta y la otra debe disminuir, se 
trata de una proporción inversa. Para formarla es necesario colocar en diagonal las razones 
dadas. Esto es, 


6 hombres x días 


4 hombres 9 días 


Multiplicando cruzado 9x6 =4 x 
Despejando, x=9x6/4= 13.5 días. 


10.6 REGLA DE TRES COMPUESTA 


1) Diez obreros, en 14 días limpian un canal, trabajando 8 horas diarias. ¿Cuántas horas 
hubieran tenido que trabajar 12 obreros para limpiar el canal en 10 días? 


Obreros Canal Horas Días 
10 ! 1 D 8 + 14 
12 1 Xx 10 
- 3-2 
E” RU YU Mm 
X= 9.33 horas 


¿Cuántos minutos corresponden a .33 horas? 
X = (60)*.33 = 20 minutos 
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Respuesta final: 9 horas con 20 minutos 


2) Un automóvil cubre la distancia entre dos puntos a 60 km/h y el retorno a 80 km/h. ¿Cuál fue 
la velocidad promedio? 


Solución: 

Sea D la distancia, T1 tiempo de ida y T2 de regreso 

T1 = D/60 

T2 = D/80 

Velocidad promedio es igual a distancia total/tiempo promedio 

Entonces la velocidad promedio es Distancia/(T1+T2) = (D + D)/(D/60 + D/80) 
VP= 2D/(D/60 + D/80) = 2/(1/60 + 1/80) = 2/(7/240) = 480/7 = 68.57 km/h 


2) Se necesitan 120 litros de combustible para operar 12 bombas de achique durante 20 días. 
¿Qué cantidad de combustible se necesitará para operar 7 bombas durante 36 días? 


Combustible Bombas Días 
120 D 12 D 20 
Xx 7 36 
E 
D0 12 20 
X = 126 litros 
10.7 MÉTODO PRÁCTICO 


Primero hay que identificar las magnitudes que intervienen en la situación y qué tipo de regla de 
tres es. 

A las magnitudes que sean directamente proporcionales con la incógnita se les pone debajo un 
signo más (+) y encima un signo menos (-), a las magnitudes que sean inversamente 
proporcionales con la incógnita se le pone debajo un signo menos (-) y encima un signo más (+) 
y el valor de la incógnita x será igual al valor conocido de su misma especie y siempre se le pone 
el signo más (+). Resolvamos los mismos ejemplos. 


PROBLEMA 1. 


Si 14 lápices cuestan $42.00, ¿cuánto 
costarán 25 lápices? 


Se escriben el supuesto y la pregunta. 
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Supuesto: 14 lápiC8S..ccmmoom.. $42.00 


Pregunta: 25 lápiC€S..mcccommonnos HX 


Se compara cada una de las magnitudes de la pregunta con la incógnita para ver si son directa 
o inversamente proporcional con la incógnita. Comparamos: A mayor número de lápices (25), 
mayor será el precio (mayor que $42.00). Entonces estas magnitudes son directamente 
proporcionales; se pone el signo más (+) debajo de los 25 lápices y el signo menos (-) encima de 
14 lápices. Encima de $42.00 se pone el signo más (+): 


—— . 


Supuesto: 14 lápiCOS..commmnoss $42.00 


Pregunta: 25 lápiC€S..ommmoommmo HX 


—— + 


Hecho esto, se multiplican las cantidades que llevan el signo más (+) y se divide entre la cantidad 
que lleva el signo menos (-) para obtener la respuesta del problema. 


42x25+14=75 


Por lo tanto, por 25 lápices costarán $75.00 


PROBLEMA 2. 


Si 5 obreros hacen una obra en 40 días, 
¿cuánto tiempo tardarán 8 obreros en 
hacer la misma obra? 


Se escriben el supuesto y la pregunta. 


Supuesto: 5 obreros...40 días 


Pregunta: 8 obreros... X 


Se compara cada una de las magnitudes con la incógnita para ver si son directa o inversamente 
proporcional con la incógnita. Comparamos: A mayor número de obreros (8), menor será la 
cantidad de días (menor que 40). Entonces estas magnitudes son inversamente proporcionales; 
se pone el signo menos (-) abajo de 8 obreros y arriba de los 5 obreros se pone más (+). Arriba 
de 40 días se pone más (+). 

— + —_ + $ 


Supuesto: 5 obreros...40 días 


Pregunta: 8 obreros... X 


——> 
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Hecho esto, se multiplican las cantidades que llevan el signo más (+) y se divide entre la cantidad 
que lleva el signo menos (-) para obtener la respuesta del problema. 
5x40+8=25 
Por lo tanto, 8 obreros tardarán en hacer la misma obra 25 días. 


PROBLEMA 3. Si 3 hombres trabajando 8 horas han hecho 80 metros de una barda en 10 días, 
¿Cuántos días necesitarán 5 hombres, trabajando 6 horas diarias, para hacer 60 metros de la 
misma obra? 


Se escriben el supuesto y la pregunta. Comparamos con la incógnita del problema que son los 
días que se tardarán. 


Supuesto: 3 hombres...8 hr...80m...10 días 
Pregunta: 5 hombres...6 hr...60m...X días 
Comparamos con la incógnita = días 
Entre más hombres, menos días = inversa (-) 
Entre más horas, menos días = inversa (-) 


Entre más metros, más días = directa (+) 


Hecha la comparación y sabiendo que tipo de proporción es, se pone más (+) debajo de las 
magnitudes que sean directamente proporcionales, y se pone menos (-) debajo de las 
proporciones que sean inversas hombres y más (+) arriba. 


También se pone + arriba de la incógnita. 
En nuestro ejemplo queda así: 


+ — + —> .€. ——> + 


Supuesto: 3 hombres...8 hr...80m...10 días 


Pregunta: 5 hombres...6 hr...60m...X días 


—> y — ==. ——* 


Hecho esto, se multiplican las cantidades que llevan el signo (+) y se divide entre las cantidades 
que llevan el signo (-) para obtener la respuesta del problema. 


3x8x10x60+80x5x6=25 
14 400+ 2 400= 6 


Por lo tanto, se necesitan 6 días para hacer 60 metros con 5 hombres trabajando 6 horas diarias. 
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Ejercicio 15 
Resuelva los siguientes problemas de aplicación práctica relativos a razones y proporciones: 


1) Un auto viajó 192 kilómetros en 3 horas. A la misma velocidad ¿Cuánto tiempo se llevará 
para viajar 352 kilómetros? 


2) Si 8 manzanas cuestan $ 12 pesos ¿Cuánto costarán 9 docenas de manzanas? 


3) En un mapa % de centímetro representa 7.5 metros en el terreno ¿Qué longitud 
representa Y. centímetro? 


4) ¿Cuál es la escala utilizada en un mapa si 500 metros de un terreno se representan por 
2.50 centímetros? 


5) En una clase de aritmética, los alumnos y el maestro acordaron que la calificación fuera 
proporcional al número de ejercicios resueltos correctamente. Sí Matuco realizó correctamente 
80 ejercicios y obtuvo una calificación de 9 ¿Qué calificación obtendrá Luciana si realizó 
correctamente 88 ejercicios? 


6) Hallar el valor de x de la siguiente figura, donde los triángulos son proporcionales: 


«lo. 


7cm 


12 cm 


21 cm 


UNIDAD XI TANTO POR CIENTO (PORCENTAJE) 


También, se le denomina porcentaje y nos indica el número de partes que tomamos de cada 
100. Se representa por %. 


Así, 3 % significa que se toman 3 partes de cada 100, y es igual a 3/100 = 0.03. 


Las cantidades en tanto por ciento son muy utilizadas. En las tiendas de autoservicio es muy 
frecuente ver “Todos los artículos escolares al 20 % de descuento”. Los bancos y en los 
comercios también se trabaja generalmente con porcentajes. Es muy general su uso en 
estadísticas de todo tipo, tanto deportivas, como económicas, sociales, etc. De ahí la importancia 
de dominar bien este sencillo tema. 


El tanto por ciento o porcentaje también puede expresarse como fracción, por ejemplo, 3/5 = 
0.6 = 60/100 = 60 %. De la misma forma 1/5 = 0.2 = 20/100 = 20 %. 


Para hallar el porcentaje de una cantidad, simplemente multiplicamos el tanto por ciento por la 
cantidad y el resultado lo dividimos entre 100. 
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Calcular el 12% de 740 


da x 740 = 88,8 
100 


Calcular el 300% de 58 


Et x58=174 
100 


Calcular el 25% del 15% 4200 


Eo X EA x 4200 = 157,5 
100 100 


EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA DE TANTO POR CIENTO 


1) Hallar el 5 % de $ 2 500 pesos. 

Solución: 5 x 2 500 / 100 = 12 500 / 100 = $ 125 pesos 

2) Hallar el 7.5 % de $ 6 612 pesos 

Solución: 7.5 x 6 612 / 100 = 49 590/ 100 = $ 495.90 pesos 


3) En la tienda “Salpinx” un pantalón de mezclilla lo venden en $ 195 pesos con un 15 % de 
descuento. Si otra tienda el mismo pantalón lo vende a $ 170 pesos. ¿En cuál tiende nos 
conviene comprar el pantalón? 


El 15 % de descuento de $195 pesos, es igual a, 15 x 195 /100 = $ 29.25 pesos 


Por lo que el precio de venta en “Salpinx” es de $ 195 pesos - $ 29.95 pesos = $165.75 pesos. 
Por lo que en esta tienda conviene comprar el pantalón. 


4) Un refresco en 1974 costaba $ 0.80 pesos, si actualmente cuesta $ 7.60 pesos. ¿Cuál 
ha sido el porcentaje de incremento? 


Incremento de precio = Precio final - Precio inicial = $ 7.60 - $ 0.80 = $6.80 pesos 


Porcentaje de incremento = (Incremento/Precio inicial) x 100 = 6.80 / 0.80 x 100 = 850 %. Es 
decir, su precio se ha incrementado 8.5 veces. 


5) La población de Acapulco pasó de 543 508 a 687 893 habitantes, mientras que en el 
mismo lapso la población de Chilpancingo pasó de 98 903 a 175 357 habitantes. ¿Qué 
incremento de población fue mayor? 


Solución: Para Acapulco, 


Su incremento de población fue de = Población final - Población inicial 

= 687 893 - 543 508 = 144 385 habitantes 

Porcentaje de incremento de población = (Incremento de Población / Población inicial) x 100 
=144 385 /543 508 x 100 = 26.57 % 


Para Chilpancingo, 
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Su incremento de población fue de = Población final —- Población inicial 
= 175 357 -98 903 = 76 454 habitantes 


Porcentaje de incremento de población = (Incremento de Población / Población inicial) x 100 
=76 454/98 903 x 100 = 77.30 % 


Salta a la vista, que en este mismo lapso, a pesar de que Acapulco creció más en número de 
habitantes su porcentaje de crecimiento fue menor que el de Chilpancingo. 


6) Un libro cuesta $ 250 pesos y tiene un 12 % de descuento. Si a la hora de pagar en cajas 
nos hacen un descuento adicional del 5 %, una vez que ha sido hecho el de 12 %. ¿Cuánto se 
pagó por el libro? 


Solución: 
Descuento inicial del 12 % = 12x 250 / 100 = $ 30 pesos 
Su precio con descuento inicial es de $ 250 - $ 30 = $ 220 pesos 
Descuento adicional del 5% =5x220/ 100 = $ 11 pesos 
Precio que se pagó por el libro = $ 220 - $ 11 =$ 209 pesos 


7) Se desea instalar la tubería para llevar agua potable a la Colonia Guerrero distante a 1200 
metros del depósito de agua más cercano. Si por cada acoplamiento de un tramo de tubo de 6 
metros, se pierden 8 centímetros. ¿Hallar el número de tramos de tubo que se necesita comprar? 


Si no hubiera desperdicio, el número de tramos de tubo sería: 
= Longitud de la tubería en metros / longitud del tramo de tubo 
= 1200 metros / 6 metros / tramo = 200 tramos de tubo. 

Es evidente que por el desperdicio, el número de tramos de tubo será un poco mayor. 
Recordando que 8 centímetros = 0.08 metros 
Él % de desperdicio es = (desperdicio por tramo / longitud del tramo) x 100 
= (0.08 metros / 6 metros / tramo) x 100 = 1.33 % 
Por lo tanto, en este porcentaje se tiene que aumentar el número de tramos. 
Número adicional de tramos = 1.33 x 200 tramos de tubo / 100 = 2.67 tramos 
Es decir, se tienen que adquirir un total de 203 tramos de tubo. 


8) La pendiente o inclinación de un camino, una vía de ferrocarril o de una techumbre se da 
en porcentaje. Así, una pendiente del 2 %, significa que sube o baja 2 metros por cada 100 
metros. Si una pendiente es del 1.25 % ¿Cuánto se asciende en 2.5 kilómetros? 


Ascenso = pendiente x Distancia / 100 = 1.25 x 2500 metros / 100 = 31.25 metros 


9) La altitud sobre el nivel medio del mar de Acapulco es O metros y de Chilpancingo es de 
1080 metros, si la distancia entre estas 2 ciudades es de 105 kilómetros. ¿Cuál es la pendiente 
promedio de una ciudad a otra? 


Pendiente = (Desnivel / Distancia) x 100 


Desnivel = altura final - altura inicial = 1080 metros - O metros = 1080 metros 
Distancia = 105 kilómetros = 105 000 metros 
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Por lo tanto, la pendiente es igual a = (1080 /105 000) x 100 = 1.03 %, es decir, se ascienden 
de Acapulco a Chilpancingo 1 metro por cada 100 metros recorridos. 


Y 


Ejercicio 16 
Resuelva los siguientes problemas de aplicación práctica relativos a tanto por ciento: 


1) Sí el 58 % de los estudiantes viven cerca del CBTis y el 35 % viven lejos pero dentro de la 
ciudad ¿Qué porcentaje de los estudiantes vive fuera de la ciudad? 


2] En 10 años la población de Cd. Altamirano pasó de 25 676 a 42 364 habitantes. ¿Cuál 
es el porcentaje de incremento de la población? 


3) En 18 años la matrícula del CBTis pasó de 400 a 1600 alumnos inscritos. ¿Cuál es el 
porcentaje de incremento de la matrícula? 


4) En un año Federico cobró de honorarios la cantidad de $ 120 800 pesos. Sí pagó a la 
Secretaría de Hacienda por concepto de impuestos la cantidad de $ 16 480 pesos ¿Cuál es el 
porcentaje de impuestos con relación a los ingresos? 


5) Dos hombres rentan un campo de pastura por $ 3600 pesos. Si uno pone 8 vacas y el 
otro 12 ¿Qué tanto de renta debe pagar cada cual? 


6) Un comerciante redujo el precio de un par de tenis que no vendía, de $ 360 pesos a $ 220 
pesos. ¿Cuál es el porcentaje de descuento respecto al precio original? 


7) En un viaje de 500 kilómetros, el papá manejó 280 kilómetros y en el resto manejó el 
hijo. ¿Qué porcentaje del viaje manejó el hijo? 


EJEMPLOS ADICIONALES DEL CAPITULO DE Aritmética 


1) Una máquina de pantimedias tiene una capacidad de producción de 35 docenas de pares 
por hora. ¿En una semana, Cuántas docenas de pares pueden ser producidas por 3 de éstas 
máquinas si trabajan 40 horas a la semana? 


Como trabajan 40 horas a la semana, una máquina puede producir 
= 35 docenas / hora x 40 horas / semana = 1 400 docenas / semana 
Por lo tanto, 3 máquinas producirán : 


= (1 400 docenas / semana) / máquina x 3 máquinas = 4200 docenas de pares a la semana. 


2) Un cierto comercial de televisión es mostrado 34 veces al día y 18 veces por la noche. 
¿Cuántas veces se exhibe a la semana? 


Solución: se exhibe (34 + 18) veces / día, por lo tanto, en una semana se exhibe (34 +18) veces 
/ día x 7 días. Sumando primeramente lo que está entre paréntesis, después multiplicando: 


= (52 ) veces / día x 7 días = 364 veces por semana. 
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3) Un submarino se sumerge a 135 metros. Un poco más tarde sube 43 metros. Encuentre 
la profundidad actual del submarino respecto a su posición inicial. 


Considerando negativo cuando se sumerge y positivo cuando emerge o sube. Se tiene: 
-135 + 43 = - 92. Es decir, se encuentra sumergido a 92 metros. 


4) Matuco en su cuenta de cheques tiene un saldo de - $ 45.50 pesos. Si deposita $ 184 
pesos ¿Cuál es su nuevo saldo? 


-45.50 + 184 = + 138.5. Es decir, tiene un saldo positivo de $138.50 pesos. 


EXAMEN FINAL DEL CAPITULO DE Aritmética 


1) A lo largo de un camino recto, Arcelia está localizada a 64 kilómetros de Tlapehuala y ésta 
se localiza a 24 kilómetros de Cd. Altamirano. Si las señales de kilometraje deben ser colocadas 
de acuerdo a las siguientes condiciones: 


a) Una señal debe estar en cada pueblo 
b) La distancia entre 2 señales debe ser la misma. 
c) Las señales consecutivas deben estar lo más lejanas posibles. 


¿Qué tan distantes debe estar una señal de otra? 
Resuélvalo utilizando el MCD 


2) Esmeralda pesa 64 kilogramos y está siguiendo una dieta para bajar de peso. SÍ la 
primera semana bajó 3 kilogramos, la segunda semana ganó 1.5 kilogramos, la tercera perdió 
2.5 kilogramos y la cuarta semana bajó 4 kilogramos. ¿Cuál es su peso actual? 


3) En virtud de que hay usuarios morosos, la Junta Local de Agua Potable pierde $ 35 680 
pesos por cada día que no recibe pago. ¿Qué pérdida tendrá en 5 días? Sí la pérdida no debe 
rebasar de $ 780 000 pesos antes de declararse en bancarrota ¿Cuántos días como máximo 
soportará este ritmo de pérdidas antes de declararse en bancarrota? 


4) Un elevador viaja del tercero al onceavo piso y otro viaja del noveno al segundo piso. ¿Qué 
elevador hizo el viaje más largo? 


5) Sí Kendy tiene en su cuenta de cheques la cantidad de $ 1225 pesos y quiere disponer 
de $ 205 pesos cada mes durante 6 meses ¿Podrá hacerlo sin que haga ningún depósito? 


6) En Tierra Caliente a las 10 de la mañana la temperatura es de 22” C. Sí la temperatura 
aumenta a razón de 1 9%” C cada hora. ¿Qué temperatura habrá a las 3 de la tarde? 


7) Para obtener un empleo gubernamental es necesario obtener un promedio general al 
menos de 8.5 en una serie de 3 exámenes. Si en los dos primeros obtuvo 7.5 y 8.3 ¿Qué 
calificación necesita obtener en el tercer examen para lograr el promedio mínimo? 
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TE FELICITO POR HABER TERMINADO LA PRIMERA ETAPA PARA 
DOMINAR LAS MATEMÁTICAS. ERES SENSACIONAL Y UNA 
PERSONA EN EL CAMINO DEL EXITO. 


RECUERDA QUE LAS REGLAS PARA TENER ÉXITO EN EL ESTUDIO DE 
ESTE LIBRO SON LAS SIGUIENTES: 


1)Estudia concienzudamente cada tema, hasta su perfecta 
comprensión. Estudia una unidad por día hasta terminar el libro. 

3) Resuelve correctamente todos los ejercicios antes de pasar al tema 
siguiente. 

4)Lee con cuidado las explicaciones y conceptos. Después, haz de 
nuevo en tu cuaderno los ejemplos que vienen resueltos en el texto, 
de forma que comprendas perfectamente el principio general en que 
se basan o que se aplica. 

5) Estudia cada regla, hasta que pueda ser escrita con tus propias 
palabras. 

6) Grábala firmemente en la memoria. 

7)Si tienes alguna duda repasa el tema completo. Después de un 
tiempo puede ser necesario que repases todo el capítulo. 

8)Para conservar tu confianza y tu autoestima vuelve a leer las 
unidades del capítulo | de Motivación. 
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1b) -3 1f O 
RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 1c) -6 1g) 15 
z 1d) -24 1h) -9 
ARITMETICA 
2a) 6 2e) -15 
Ejercicio 1 2b)  -16 2)  -14 
1) 17 6) +$1414 MDP 20) 11 28) 9 
2) 12 7) 20 363 m 2d)  -2 2h) -1 
3) 7 8) 81 años 3a) 27 3e) -56 
4) 11 3b)  -63 3)  -49 
5a) 4 3c) -30 38) 36 
5b)  -7 3d) 143 3h) 20 
50)  -22 4a) 3 4e) -3 
5d) 2 4b) -3 4h  -1 
Sumas: 4) -2 4g 4 
1) 163.168 5)  349718.259081 4d) 7 4h) 8 
2) 663.466 6)  281385.817597 5a) -8 5d) 11 
3) 3 684.8215 7)  26514.23818 5b) 9 58e) 0 
4) 281 435.95635 50) 8 5) 14 
Restas: 6a) -14 6e) -22 
1) 501 6) 585352 6b)  -36 6) -13 
2) 889 7) 204247 6) 12 628) 30 
3) 193 735 8) 4810996 6d) 22 6h) 22 
4) 5 089 9 5001 
5) 779010 10) 212481 7a) 3 7e) 0 
Multiplicaciones: 7b) 30 1) 4 
1) 4318 70) 22 128 8 
2) 90630 7d)  -22 7h) 3 
3) 28 994 225 7) 9 7) 18 
4) 419 853 919 TR) 5 7)  -116 
5) 41 120 625 
Multiplicaciones con decimales: 8) 4600 13) 8horas 
1) 68.4375 6)  7.3556505 9) 606 14) 1617500 
2) 2857.109872 1) 10.677303 10) -30 15) 5780000 
3) 20 225.402472 8)  597.51283 11) 16224 16) 26.25 
4) 90 514.4306 9) 1979.5335 12) 668 17) 1071 
5) 68 407.99848 10) 31.75cm 
Divisiones: Ejercicio 3 
1) 5, residuo = 8 5) 714, residuo = 2a) 7x5x3x2 28) 23x13x5? 
839 2b) 34196 2 erx3axo 
2) 5, residuo = 448 6) e residuo = 16 20)  13x11x7x2 28) 701x89x7 
3) 7, residuo=2230 7) 354, residuo=11 | 2%  73x17x3% 
691 de eneal 
j Ejercicio 4 
4) 1486, residuo = 165 » 160. 6) 3192 
2) 70 7) 153790 
Ejercicio 2 3) 9792 8) 100 billetes; 10 de $ 10 pesos, 5 de 
la) 12 1e) -3 $ 20 pesos y 2 de $50 pesos 
4) 4446 9) 60rebanadas 
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9) 7 Y millas 
Ejercicio 8 
11) 1 

1.2) 12/9 
1.3) 1/3 
2.1) 5/6 
3.1) 11/14 
3.2) 26/15 
3.3) 13/14 
4.1) 37/15 
4.2) 57/20 
4.3) 13/10 
5.5) 1/12 
5.6) 7/120 


5.7) 6Kg 
Ejercicio 9 
1) 3/7 

2) 33 


3) 
4) 
5) 


2 1/7 
17 1/3 
6 3/10 


5) 1200 10 80 cm.; 8 de 10 cm, 5 de 16 cm 

y 4 de 20 cm. 

11 En 210 días 

Ejercicio 5 
la) 8 1g) 1587 
1b) 11 2)  700m? 
1c) 58 3) Entre 2 personas 
1d) 19 4  4jugadores 
le) 31 5) 10 metros 
1) 93 6) si pedazos del ler. listón, 21 del 2” y 

35 del 3" 
Ejercicio 6 
la) Propia 24) 2% 
1b)  Impropia 2.5) 81/3 
1c)  Impropia 2.6) 14 3/5 
1d) Propia 2.7) 12 3/4 
le)  Impropia 2.8) 42/3 
2.1) 9% 29) 62/3 
2.2) 3 3/8 2.10) 5% 
2.3) 62/3 
3a) 15/2 
3b) 21/4 
3c) 34/3 
3d) 73/5 
3e) 87/8 
Ejercicio 7 
11) 51/55 1.2) 11/39 
1.2) 223 1.3) 2 
Lab A 1,4) 14/3 
11) 7/4 1.5) 18/7 
21) 216 23) 6 11/20 
2.2) 67/12 24) 97/15 
3.1) 4 
3.2) 17/2 4.1) 5/6 
3.3) 42/5 4.2) 175 
3.4) 9/2 4.3) 17/20 
3.5)  44/7 4.4) 4/5 
45) 21/6 4.10) 4 
4.6) 17/2 4.11) 5/6 
4.7)  42/5 5) 26 pies 
4.8) 9/2 6) 16 galones 
4.9)  44/7 7) 113/32 
8) 21/4 10) 5/3 m* 


Ejercicio 10 
1) 27/55 
2)  33/5 

3) 6 

4) 712 

5) 1 13/14 


Ejercicio 11 


1) 1/3 

2) 25/21 
3) 67/19 
4) 3 

5) 8/3 

13) -% 
Ejercicio 12 
1) 8/9 

2) 9/50 

5) 2/9 


6) 3118/999 
7) 9023/999 


Ejercicio 13 
1) 2 2/3 m. 


2.2) 
2.3) 
2.4) 
3.4) 
3.5) 


4.4) 
4.5) 
4.6) 
5.8) 
5.9) 


15/6 

1 19/20 
5/12 
31/35 
21/20 


72/35 

65/18 

61/40 

20 bolsas 

30 Habs. en el 1* y 
20 Habs. En el 2%. 


2 2/5 

1 229/300 
3% 

3 3/8 

2 37/162 


1/16 
1 
44 


Y 

2 

3/4 
12/13 


11/9 
139/33 
31211/9999 
514/99 
344/99 


171 Y litros 
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2) 1 2/5 horas 10) 94% pesos; 2) b 4  b 
7 3/10 pesos a Matuco| 5) Cc 8)  d 
8 9/20 pesos aAgapito 6) 04 9 c 
3) 17/15" 11) 1030/37viajes, O 2 
a m9 11) b 12) a 
es decir, >11 viajes. 
4) 1934 pesos 12) Laprimera mezcla Ejercicio 15 
5) Y horas 13) 19 discos y 1/70 de otro] 1)  5.5horas 
6) 1965/8 litros 14) Elsegundo jugador 2) $162 pesos 
7) 190asientos 15  320estudiantes 3)  5metros 
8) $375 pesos 4%  1:200 
5) 9.90 
Ejercicio 14 6) 4 cm 
la) Equivalente 1b) No equivalente ñ o 
1c) Equivalente 2) 2/5 Ejercicio 16 
3) 19/24 4) 5/8 - 
6a) 3 6) 5/12 e - 
6h) 7/3 68) 7/3 3) 420 dd alumnos de incremento cada año. 
6) 3/5 6h) 19/12 1 ao 
. 5) El primero $ 1 400 pesos y $ 2160 pesos el 
6d) 5/8 6i) 23/24 segundo. 
6e) 1/6 71) 10 6) 38.88% 
7a) 10/21 78) le 74 4% 
7b) 15/8 Th) 9/7 
Tc)  -5/9 7i) Ve Respuesta al examen final de 
71d)  -2/3 8e) 3/2 Aritmética. 
71€) 5/3 8f) 20/9 1) Cada señal debe estar a cada 8 kilómetros 
8a) 5/6 9a) -29/18 2) 56 Kg 
8b)  -18/35 9b) 86/45 3) $178 400 pesos pierde en 5 días; 21.86 días, 
8c) -9/16 9c) -49/27 es decir, 22 días para declararse en quiebra. 
8d) 4/3 9d) -79/10 4) El primer elevador 
10) 18000 12) 60 cm 5) No, ya que para eso requiere tener una 
11) 302500 13) Ye litro cantidad de $ 1230 pesos. 
14) 272000 6) 30% *C 
15a) 7/3 15d) 29/3 1) 9.7 
15b) 11/2 15e)  33/4 1. ¿Cuál es el animal que anda con las patas 
15c) 32/5 15f)  30/7 en la cabeza? El piojo. 
16)  2gatos 17) 27 personas 2. ¿Cuál es el animal que al morir cambia de 
18a) Verdadera 18d) Verdadera nombre? El pez, porque después es 
18b) Verdadera  18e) Verdadera pescado. 
180) Falsa 192) 7 3. ¿Cuál es el animal que come con la cola? 
19b) 10 18) 4 Todos, porque ninguno se la quita para 
19d) 25 20) $600 Alimentos, $1440, “QmMer 


. ¿Por qué el perro mueve la cola? Porque 
¿ 

Renta, $180 pasajes y la cola no puede mover al perro. 

$180 en pagos 


21) Juan 12, Luis 8, Mercedes 12 y Pedro 4 5. ¿Cómo sacarías un elefante de un pozo de 


; E agua? Mojado. 
22) a) 4800 litros, b) 3600 lítros 6. ¿Cuántas anclas tiene un barco? Once, 
23) Laura y Andrés 


que no han oído cuando los marineros 


a PARA TU debi ei gritan ¡Eleven (11) anclas! ¡Eleven anclas! 
c a 
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ÁLGEBRA 


, 
EZ) 


5% 


El álgebra después de la aritmética, se constituye en 
la base de todas las matemáticas. 


“Sabiduría ante todo adquiere sabiduría; Y ante toda tu 
posesión adquiere inteligencia. Engrandécela, y ella te 
engrandecerá, ella te honrará cuando tú la hubieres 
abrazado. Adorno de gracia dará a tu cabeza, Corona 
de hermosura te entregará” Proverbios 4:7-9 


“Mejor es adquirir sabiduría que el oro preciado; y 
adquirir inteligencia vale más que la plata” Proverbios 
16:16 


I INTRODUCCIÓN 


YI álgebra es efectivamente una 

continuación de la aritmética, ya que 

también trata de las cantidades, 
aunque lo hace de una forma más general, ya 
que para representarlas, utiliza tanto letras 
como números, a diferencia de la aritmética 
que solo usa números. En el estudio del 
álgebra aprenderás nuevos métodos, más 
sencillos y más útiles para resolver 
problemas. Ocasionalmente, encontrarás 
nuevos signos y símbolos utilizados para 
representar nuevas ideas y procesos. 


El hecho de utilizar letras para representar 
números, ha permitido que las matemáticas y 
por lo tanto la ciencia, hayan tenido un 
desarrollo tan impresionante. Ya que de esta 
manera, podemos mediante fórmulas 
representar los fenómenos físicos, químicos, 
biológicos, económicos, sociales y todo 
aquello que represente al mundo real. 


Debido a que el álgebra es de los cimientos en 
los cuales se sostiene el edificio de las 
matemáticas, esta PARTE es fundamental 
para dominarlas, ya que si no sabemos 


realizar las operaciones aritméticas y 
algebraicas, no tendremos éxito en aprender 
matemáticas, mucho menos lograremos 
aplicarlas. 


Los primeros cursos de matemáticas en las 
escuelas secundarias y de bachillerato 
comprenden el álgebra, como parte 
fundamental de las ciencias matemáticas. El 
álgebra contiene los conceptos básicos para 
la comprensión de todos los temas más 
avanzados de matemáticas. En el edificio 
matemático constituye el nivel que sigue 
después de la Aritmética. 


1.1 DEFINICIÓN 


El álgebra se define como la rama de las 
matemáticas que se encarga del estudio y 
aplicaciones de las cantidades del modo más 
general posible. Es decir, además de los 
números, para representar cantidades 
utilizaremos las letras del alfabeto. Donde 
una letra nos representará muchos valores 
numéricos; a diferencia, por ejemplo del 
número 10, que siempre será diez unidades. 


Esta rama de las matemáticas, estudia las 
cantidades de una forma muy amplia, ya que 
puede combinar números y letras para 
representar los valores numéricos, 
ampliándose así el campo de estudio de las 
matemáticas y representando de una mejor 
manera el mundo real. Por esta razón, sirve de 
base a las matemáticas superiores. 


En álgebra usamos símbolos para representar 
importante aprender el 


cantidades. Es 


Matemáticas para Genios Reprobados6) 


AntúnezBook Tomo | 


OE _—Q—— mó _ _ _ o BP —qHR rr A 


significado y uso de cada signo y símbolo para 
entender el lenguaje matemático, cuyo 
lenguaje en general, es el lenguaje algebraico. 
Si no conocemos el lenguaje no podremos 
aprender. 


Los números se utilizan para representar 
cantidades conocidas, determinadas y fijas. 
Por ejemplo: 1, 4, 9, -90, -b, -7, Ya, Ya, Y, T, 
etc. 


En aritmética usamos sólo números, pero esto 
nos limita a representar un solo caso en 
particular. Por ejemplo, el área y el perímetro 
de un solo rectángulo que tiene las siguientes 
dimensiones: 


Perímetro = 26m 


8m 
Su área seria de A= 8 mx 5 m = 40 m? y su 
perímetro de P = 2(8 m) + 2(5 m) = 26 m. 


En cambio, si utilizamos letras podemos 
representar las dimensiones, el área y el 
perímetro de cualquier rectángulo. Esto es: 


Xx 


Xx 


Su área estaría dada por A = Largo x Alto = xy 
y su perímetro por P = 2x + 2y. 


Las letras se utilizan para representar todo 
tipo de cantidades, ya sean constantes o 
variables. En álgebra a las letras también se 
les llama literales. 


Constantes: Son los valores conocidos y cuyo 
valor no cambia en el desarrollo de un 


problema. Se representan por las primeras 
letras del alfabeto: (a, b, c, d, e, f, g, h). 


Variables: Son los valores desconocidos 
(incógnitas) y que pueden adquirir muchos 
valores en el desarrollo de un problema. Se 
representan por las últimas letras del 
alfabeto: (i, j, k, l, m, n, O, p, Q, F, S, t, U, V, w, 
A 


Diferencia 
y 


= Números Números y variables 

2+3=5 2x +3x =5x 
vá 2 FA 2 
go 343 2 +3%43 
Y5 y 2 PE YB y 2 
3% 35 


Toma en cuenta que cuando usamos las 
letras en las expresiones, ellas nos 
representan números y no son sólo símbolos 
abstractos. Tales letras siempre nos 
representarán números del sistema de 
números reales. Por ejemplo, el producto ab, 
es el producto del número real a por el 
número real b y no el producto de una letra 
por otra. El álgebra no es el estudio de las 
letras, sino de las cantidades que éstas 
representan. 


El lenguaje de las matemáticas es un lenguaje 
universal; todos los símbolos matemáticos 
tienen el mismo significado, aunque el idioma 
sea diferente. Para dominar las matemáticas 
necesitamos conocer su lenguaje, ya que 
muchos estudiantes fallan en el aprendizaje y 
la comprensión del lenguaje matemático y de 
ciertas reglas y leyes esenciales, así como en 
sus definiciones. Debe entenderse que no hay 
atajos para aprender esta asignatura de gran 
importancia, así que hay que prepararse para 
trabajar con gran esfuerzo y decisión. Las 
matemáticas es una ciencia que sólo se 
aprende haciendo, es decir, resolviendo 
muchos ejercicios o problemas. 
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La principal y al mismo tiempo la más simple 
causa del fallo en entender y apreciar las 
matemáticas, es el no entender los símbolos, 
las definiciones ni la terminología empleada. 
En matemáticas más que en ninguna otra 
asignatura, cada palabra utilizada tiene un 
significado fijo y definido. 


Fórmula: Es la representación mediante 
literales de una regla, un principio, una 
propiedad o una relación que existe en el 
mundo real. 


Por ejemplo, el área (A) de un triángulo es 
igual al producto de la base (b) por la altura 
(h) dividido entre 2. Algebraicamente se 
representaría por: 


_bxh 
2 


Á 


También, el área (A) de un círculo se expresa 
como el producto de pi (1) por su radio (r) al 
cuadrado. Algebraicamente se representaría 
por: 


A=xax5" 


Otro ejemplo, la fuerza de atracción (F) entre 
dos planetas de masas (ma) y (m2) es igual al 
producto de las masas (m1 y ma) por la 
constante de gravitación universal (G) y 
dividido entre el cuadrado de la distancia (d) 
que los separa.  Algebraicamente se 
representaría por: 


PEN ias 

d? 
También es muy importante sabe leer las 
fórmulas escritas en lenguaje algebraico en el 
lenguaje común y corriente. 


Por ejemplo la fórmula: 


v=./2g(h, —h,) 


Puede leerse como la velocidad (v) es igual a 
la raíz cuadrada del doble producto de g por 
la diferencia de alturas (h2) y (ha). 


Por estar la aritmética dentro del álgebra y de 
todas las matemáticas, algunos de los temas 


vistos anteriormente, se repetirán en álgebra, 
aprovechando que la repetición es la madre 
del aprendizaje. 


1.2 SIGNOS DE OPERACIÓN 


En el álgebra se realizan las mismas 
operaciones que en la aritmética, que son: 


Suma, Resta, Multiplicación, División, 
Exponenciación, Extracción de raíces y 
Logaritmos. 


Por ser más general el álgebra que la 
aritmética, se utilizan otras reglas para indicar 
las operaciones, además de las tradicionales 
para la aritmética. Lo que nos obliga a 
aprendernos todas las tablas de sumar y 
multiplicar y las operaciones aritméticas. Por 
lo que sí tienes alguna duda, antes de seguir 
adelante, te recomendamos repasarlos. 


Suma: Su signo es + que se lee más. Asía + b 
se lee “a más b”. 


Resta: Su signo es - que se lee menos. Así a - 
b se lee “a menos b”. 


Multiplicación: Su signo es x, que se lee 
multiplicado por. Así a x b se lee “a 
multiplicado por b” o también “a veces b”. En 
lugar del signo x, se utilizan los paréntesis 
para indicar multiplicación, o sea, a x b es 
igual a escribir (a)J(b). También, se puede 
suprimir el signo de multiplicación, y si dos 
letras están seguidas, significa que se están 
multiplicando, esto es: ab. 


También, se utiliza un punto intermedio entre 
los factores para indicar multiplicación, o sea: 


a:b esiguala axb 


En álgebra se omite muchas veces el signo de 
multiplicación, cuando los factores son letras 
o cuando los factores son letras y números. 
Esto es: 

axy equivalea axxxy 

5xzw equivale a ÍxxxZzxw 


3y"'u equivale a -3xy "xt xu 


División: Su signo es =, que se lee dividido 
entre. Así a = b se lee “a dividido entre b”. En 
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lugar del signo +, se utiliza una raya horizontal 


para indicar división, o sea: Coeficiente es el número o letra que 


: a acompaña y multiplica a la base. 
a=b equivale a > 
También se utilizan los simbolos siguientes 


para representar la división: Si no se especifica, significa que el coeficiente 


Ñ es uno. Por ejemplo, a? tiene de coeficiente 1, 
a=b equivale a EA A 3 E 

b es decir, La3. Cuando el coeficiente es uno, no 
a=b equivale a bja se escribe. 


Exponente es el que indica cuantas veces 
debemos multiplicar la base por sí misma. Si 
no se especifica, significa que el exponente es 
uno. Por ejemplo, a tiene de exponente 1, es 
decir, al. Cuando el exponente es uno, no se 


Exponenciación. [Es una multiplicación 
abreviada, en la cual se repite varias veces el 
mismo factor. El factor que se repite se le 
denomina base, y exponente al número 
pequeño que se coloca arriba y a la derecha 


A escribe. 
de la base, y nos indica las veces que la base 
debe multiplicarse por sí misma. 
[exponente Por ejemplo; 
— x? 
Base 


Coeficiente 


a' =axaxaxa debemosmultiplicarla basea, 

4 veces por si misma. 

y =yx yx yxyxyx y debemos multiplicar la base y, 
6 veces por si misma. 

Utilizando la convención establecida para la multiplicación, 
se simplifica de la forma siguiente : 

a = agada 

Y = NY 

Paralos números no puede usarse la regla anterior, 

ya que 2? se escribiría como 222, lo cual esincorrecto. 
Lo correcto es: 


2? =2x2x2=8 multiplicamos 3 veces la base 2 por si misma. 


Esto debe quedar bien grabado, ya que es increíble, que algunos alumnos al ponerles la 
expresión 23 dan como resultado 6 en lugar de 8, la hacen como si fuera una multiplicación y no 
una potencia. Esto es muy grave, ya que significa que no se han concentrado y mucho menos 
han grabado en su memoria el concepto, que dice que el exponente indica el número de veces 
que debemos multiplicar la base por sí misma. 
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Es importante recordar, que cuando una letra o un número no tienen exponente, su exponente 
es uno. Esto es, x equivale a x1 y 5xyz equivale a 51x1y171, Cuando es uno, el exponente no se 
escribe. 


Radicación: Es la operación cuyo objeto es extraer raíces de cantidades. Su signo es el radical 
y y dentro de este signo se coloca el radicando, que es la cantidad a la cual se le extrae raíz. 
Nota como cuando es raíz cuadrada no se le pone el número 2 en el radical, es decir, si se omite 
el número en el radical, se entenderá que es raíz cuadrada. 


índice de 
la raíz 


b <— radicado 
radical ——> 


Nota: Por convención el índice 2 se 
suprime y cuando el radical no lleva 
índice, se entiende que el índice es 2. 


Por ejemplo: 


Xx significa raíz cuadrada de x, o sea la cantidad 
que elevada al cuadrado da x. 

436=6 significa que la raíz cuadrada de 36 es 6, 
puesto que 6 =6x6 da 36. 

3/y significa raíz cúbica de y, o seala cantidad 
que elevada al cubo da y. 

3/64 =4 porque 4* =4x4x4=64 

Uz significa raíz cuarta de z, o sea la cantidad 
que elevada a la cuarta da z. 

3/81 =3 porque 3* =3x3x3x3=81 


Podemos concluir que existen operaciones directas, donde cada una de ellas tiene su operación 
inversa. Esto se muestra en la tabla siguiente: 


Resta 
División 

Radicación 
(Extracción de Raíces) 


Anti Logaritmación 


Matemáticas para Genios ReprobadosE) AntúnezBook Tomo | 
A  _ A e a e 


En general, las operaciones directas incrementan la cantidad original, mientras que las 
operaciones inversas las disminuyen. 


Al igual que en la aritmética, las operaciones fundamentales del álgebra son adición, sustracción, 
multiplicación, división y cálculo de raíces. La aritmética, sin embargo, no es capaz de generalizar 
las relaciones matemáticas, por ejemplo el teorema de Pitágoras, que dice que en un triángulo 
rectángulo el área del cuadrado que tiene como lado la hipotenusa es igual a la suma de las 
áreas de los cuadrados cuyos lados están sobre los catetos. La aritmética sólo da casos 
particulares de esta relación (por ejemplo, 3, 4 y 5, ya que 32 + 42 =52). El álgebra, por el 
contrario, puede dar una generalización que cumple las condiciones del teorema: a? + b2= c?, 


1.3 SIGNOS DE RELACIÓN 


Al comparar o relacionar dos cantidades a y b, sólo existen tres posibilidades: Que a sea mayor 
que b, o sea, a > b, que a sea menor que b, esto es, a < b o que sean iguales, es decir, a =b.A 
esto se le conoce como tricotomía. 


Por ejemplo, 5<8,8>5,6=6,0>-1y-2>-6. 


Debemos tener en cuenta, que de acuerdo a su posición en la recta numérica, un número es 
mayor a otro cuando está a su derecha. Por esta razón el O es mayor que todos los números 
negativos, porque está a la derecha de todos ellos. También, -1 es mayor que -7, porque está a 
la derecha de él. 


Los signos de relación se utilizan para indicar la relación que hay entre dos cantidades. 


El signo = se lee igual a. x=y se leerá “equis igual a ye”. 

El signo x se lee diferente de. xxy se leerá “equis diferente de ye”. 
El signo > Se lee mayor que. x>y se leerá “equis mayor que ye”. 
El signo < se lee menor que. x<y se leerá “equis menor que ye”. 
El signo > se lee mayor que o igual. 

El signo < se lee menor que o igual. 


1.3.1 SIGNOS DE AGRUPACIÓN 


Los signos de agrupación más utilizados son: los paréntesis ( ), los corchetes [ ] y las llaves £ 7. 
Los signos de agrupación indican que la operación encerrada en su interior debe efectuarse en 
primer lugar. 


1.4 VALOR ABSOLUTO DE UN NÚMERO 
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La distancia de un número en la recta numérica desde el cero (0) se llama valor absoluto. Se 
representa con el símbolo |x|. El valor absoluto de un número se calcula de la siguiente manera: 


Y siel número es negativo |-x|,su valor absoluto será - (-x) = x. Se le cambia el signo. Nota 
que dos signos seguidos se multiplican y menos por menos da positivo. 
Y si el número es cero o positivo |x|, su valor absoluto es x. 


| El Valor Absoluto 


Tomar el valor absoluto de un número es una operación que convierte 
un número negativo en uno positivo cambiando el signo del número en 
cuestión. El valor absoluto de un número positivo es el mismo número 


positivo. 


El valor absoluto |x| de un número real x se 
define como bd (xo six=0 


l-x six<0 


k— 4 —>|—3 —>] 


' y y 


T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1 


109 8 7 6 S4 3 2 10312345678 9 u10 


|3| = 3 La distancia entre 3 y 0 es 3. 


Resumiendo, el valor absoluto de un número, es el número prescindiendo del signo. Es decir, al 
hallar el valor absoluto de un número siempre lo consideraremos positivo. Recordando que 
cuando un número o cantidad no lleva signo siempre se considera positivo. 


El valor absoluto lo representamos encerrando el número entre dos barras verticales, de la forma 
|x |. Ejemplos: 


+12 |=12 
|-12|=12 


El signo de valor absoluto, también puede servir como signo de agrupación y en ese caso primero 
se realiza lo que está dentro de las barras verticales. En los ejemplos siguientes, primero se 
realiza la operación al interior del valor absoluto. 


+6+7|=|+13|=13 
5-4|=|-9|=09 
—9+4+4|=|-5|=5 
7-4 |=|4+3|=3 
=x|=x 

-ab|=ab 
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| -9)|=|-2|=2 
1.5 CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATIVAS 


Se estudian en álgebra cantidades que son de sentidos opuestos, expresándose las positivas al 
anteponérsele el signo + y a las negativas el signo -. En realidad, todo en matemáticas se reduce 
a realizar operaciones con cantidades positivas, negativas o nulas. 


Las cantidades positivas representan todo aquello que nos beneficia. Por ejemplo, gané 1 000 
pesos, me pagaron 5000 pesos, cobré 350 pesos, me dieron 30 manzanas, recibí un cheque 
por 300 dólares, etc. Matemáticamente podemos expresarlas como +1 000 pesos, +5 000 
pesos, +350 pesos, +30 manzanas, +300 dólares. Todo lo que signifique un incremento o 
ganancia para nosotros, lo representaremos con signo positivo. 


Nota: El signo + no se pone si la cantidad está al principio. Por ejemplo, +3, +5, se escriben 
simplemente como 3, 5. De la misma manera, la operación +7 + 6, se escribe como 7 + 6. Solo 
sí las cantidades están al principio, se les puede omitir el signo +. 


Las cantidades negativas representan todo aquello que nos perjudica. Por ejemplo, perdí 2 000 
pesos, pagué 3 000 pesos, presté 650 pesos, di 20 cuadernos, pagué una cuenta de 1 500 
dólares, etc. Matemáticamente podemos expresarlas como -2 000 pesos, -3 000 pesos, -650 
pesos, -20 cuadernos, -1 500 dólares. Todo lo que signifique un decremento o pérdida para 
nosotros, lo representaremos con signo negativo. 


Existen otras cantidades que también pueden clasificarse como positivas o negativas. Si 
escogemos una como positiva, su inversa necesariamente será negativa. Por ejemplo, para 
medir la temperatura, escogemos los grados sobre cero como positivos, quedando los grados 
bajo cero como negativos. Por ejemplo, +35* C representa una temperatura cálida, mientras que 
-10* C representa una temperatura muy fría. También, el tiempo transcurrido después de Cristo 
se considera positivo y el tiempo transcurrido antes de Cristo, como negativo. Así +1998 
representa el año 1998 después de Cristo y -100 representa 100 años antes de Cristo. 


De la misma forma, si decimos que el eje x positivo queda a la derecha del cero, el negativo 
quedará a la izquierda. También, el eje y se considera positivo hacia arriba del cero y negativo 
hacia abajo del cero. Una pelota que se lance al aire, se considerará su trayectoria positiva 
mientras esté subiendo y negativa cuando empieza a bajar. 


1.6 SUMA Y RESTA DE CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATIVAS 


Las matemáticas al igual que otras ciencias se basan en conceptos, reglas y principios. Por esto, 
es muy importante entenderlos totalmente, ya que si grabamos en nuestra memoria los 
principios básicos, tendremos éxito en dominar las matemáticas. 


Los principios son fáciles y muy simples, por ejemplo “la multiplicación de cantidades del mismo 
signo da un resultado positivo”, o esto mismo expresado en forma más simple sería: “signos 
iguales dan positivo”. 


Al tener bien fijo estos conceptos en nuestra mente, lograremos utilizarlos correctamente y casi 
de manera automática. Después podremos combinarlos en problemas más completos y los 
resolveremos con facilidad. La clave está en grabar fijamente los principios sencillos y luego 
aprender a combinarlos. Como dice el proverbio “Sigue acumulando cosas pequeñas, y pronto 
tendrás un gran tesoro” Proverbio Latino 
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Algunos muchachos en clase aplican bien los principios, pero al otro día ya ni se acuerdan. Esto 
significa que no han grabado en su mente los principios, ya que para lograr esto se necesita 
atención, concentración y ganas de hacerlo, ya que sin estas 3 características, jamás lograran 
grabarlos en su poderoso cerebro. A pesar de su poder, el cerebro aprende sólo pequeñas reglas 
y frases. Afortunadamente, todo principio, regla o ley en matemáticas es corta y simple. Pero 
debemos querer y desear aprenderlas, ya que esto es el pegamento que hace que queden 
firmemente grabadas en nuestro cerebro. Aprende poquito pero apréndelo muy bien. Fíjate en 
los detalles, sé observador y habrás dado un gran paso en dominar las matemáticas. Recuerda 
lo que Einstein decía: “La matemática tiene sus bases en la lógica, está basada en principios 
sencillos, congruentes e inmutables”. Dichos principios o postulados jamás se contradicen y 
siempre se aplican de la misma manera. Aunque que no trabajes con el concepto del principio, 
sino con su expresión matemática, siempre todo se derivó de la definición. 


En matemáticas, siempre se trabaja sólo con tres tipos de cantidades, las positivas, las negativas 
y las nulas (cero). A veces, para representar las cantidades utilizamos únicamente números, o 
letras, pero también la combinación de letras y números. ¿Cómo identificamos donde termina y 
donde empieza una cantidad? Esto se logra mediante los signos - y +, ya que son los que me 
separan una cantidad de otra y a cada cantidad se le denomina término. Esto significa que los 
términos pueden ser positivos, negativos o nulos. 


Por ejemplo, es fundamental dominar las operaciones con cantidades positivas y negativas, ya 
que siempre se está trabajando con ellas. El objetivo principal del álgebra es trabajar con 
cantidades positivas y negativas, así que si las dominamos, habremos dado un gran paso para 
dominar las matemáticas en su conjunto. 


Los conceptos anteriores nos ayudan a realizar operaciones como las siguientes: 


+3 -4=-1 Gané 3 y después perdí 4 en total perdí 1 
3+4=+1 Perdí 3 y después gané 4 en total gané 1 
3-4=-7 Perdí 3 y después perdí 4 en total perdí 7 


Note como las palabras ayudan a recordar esta regla más fácilmente. Los alumnos dudan 
cuando les toca hacer la operación -5 - 7. Les digo que no olviden expresarlo con palabras de 
cantidades, es decir, por ejemplo, como son negativos, diría si debo 5 y luego debo 7 en total 
debo 12; esto es -5 - 7= -12. Debo es sinónimo del signo menos y el signo - siempre nos 
representa cantidades negativas. 


1.6.1 LA REGLA PARA SUMAR DOS CANTIDADES POSITIVAS Y 
NEGATIVAS SE RESUME EN 2 CASOS: 


1. Al sumar cantidades del mismo signo, se suman y al resultado se le pone el mismo signo 
común que tienen los sumandos. 


Por ejemplo: 
+2 +3 +4 = +9 Más 2 más 3 y más 4 igual a más 9 
8 -5=-13 Menos 8 y menos 5 igual a menos 13 
-2-3-4=-9 Menos 2 menos 3 y menos 4 igual a menos 9 


O E 
2 [rar | S 
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Si las cantidades son del mismo signo, se suman y al resultado se le pone el signo común. 
Aprende bien esta regla pues se utiliza mucho en matemáticas y además es demasiado sencilla 
y útil. 


Al sumar cantidades de signos distintos, al número de mayor valor absoluto se le resta el de 
menor valor absoluto y al resultado se le pone el signo del mayor en valor absoluto. 


Por ejemplo: 


-14+6=-8 El mayor en valor absoluto es 14 (-) menos el 
menor 6, es igual a 8 con el signo del de mayor 
valor absoluto (-) 


+8 - 12=-4 El mayor en valor absoluto es 12 (-) menos el 
menor 8, es igual a 4 con el signo del de mayor 
valor absoluto (-) 


-8 +12 = +4 El mayor en valor absoluto es 12 (+) menos el 
menor 8, es igual a 4 con el signo del de mayor 
valor absoluto (+) 


EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 


Tenía $20 pesos, pagué $9 pesos, cobré $35 pesos y luego gasté $57 pesos. ¿Cuál es mi 
estado económico? 


+20 -9+35 - 57 = 
Separando positivos de negativos: 
+20+35-9-57= 
Sumando los positivos y negativos: 
+55 -66=-11 Debo $ 11 pesos. 
Tengo $300 pesos. Cobré $75 pesos y pagué $197 pesos. ¿Cuánto tengo? 
+300 + 75 -197 = 
+375 - 197 =+ 178 Tengo $ 178 pesos. 


Pagué 3 deudas por $ 180, $200 y $65 pesos. Después cobré mi salario por $460 pesos y 
compré un libro por $48 pesos. ¿Cuánto me quedó? 


-180 -200 -65 + 460 - 48 = 
+460 -180 - 200 -65 - 48 = 
+460 - 393 =+ 67 Me quedaron $ 67 pesos. 


Alas 5 A.M. el termómetro marca -6* C. Alas 10 A.M. la temperatura ha subido 12" C y a las 
7 P.M. ha bajado 9” C. Expresar la temperatura a las 7 P. M. 


-6+12-9= 


12 - 15 =-3. Es decir, a las 7 de la noche hay una temperatura de 3* C bajo cero. 
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5) Un automóvil recorre una distancia de 20 Km a la derecha del punto A, después recorre 35 
Km a la izquierda del punto A y finalmente recorre 12 Km hacia la derecha del punto A. ¿A qué 
distancia quedó el automóvil del punto A? 


Considerando positivos los movimientos a la derecha, por lo tanto serán negativos los que se 
hayan hecho a la izquierda. 


+20 - 35+ 12 = 
+32 - 35=-3 Quedó 3 Km. a la izquierda del punto A. 


Ejercicio 1 
Hacer las sumas siguientes: 
+17 +19= 
-13 - 18 = 
-17 -19= 
-14 + 16 = 
10 - 31 = 
-18 +14 = 
15 + 71= 
-13 + 93 = 
Hallar el valor absoluto de: 
|-12| = 
|+118 | = 
¡Y ]5 

«fa (= pS 
e E O E 
|a7+14|=|  |= 

f) [19+41 | =| | = 

eg 27+24 [=]. [> 


Si pudiste resolver correctamente estos ejercicios, entonces tienes aptitudes excepcionales para 
aprender a dominar las matemáticas. Si no fue así, entonces repasa nuevamente el tema. 
Recuerda que no debes avanzar a la siguiente unidad sin resolver correctamente sus ejercicios 
correspondientes. 


1.7 REGLA PARA SUMAR VARIOS SUMANDOS DE CANTIDADES 
POSITIVAS Y NEGATIVAS 


Hasta ahorita, hemos visto solo operaciones de dos sumandos. Pero ahora veremos cómo 
generalizar a cualquier número de sumandos, ya sean positivos o negativos. La generalización, 
es una cualidad importante que debemos tener para aprender a dominar las matemáticas, ya 
que las reglas básicas aún se seguirán aplicando aunque las operaciones sean más completas. 


1) 


Deza 


NM 


2D E - Ze 


(Y) 


Jamás debemos preocuparnos de que ahora las operaciones tengan más cantidades, ya que las 
reglas se siguen manteniendo, lo único que nos implicará será un poquito de más tiempo. 
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Primeramente se separan los sumandos positivos de los sumandos negativos, después se 
suman por un lado las positivas y por otro las negativas, al final se obtiene el resultado aplicando 
las reglas como cuando se tienen 2 sumandos. 


Ejemplos: Sumar 
1) -5-6+4+6+9-7-10+8- 1+12-5+3= 
Separando, colocando primeramente las cantidades positivas y luego las negativas: 

+4+6+9+8+ 12+3-5-6-7-10-1-5= 
Ahora sumando todas las positivas por un lado y las negativas por otro, se obtiene: 

+42-34=+8 
2) 15+ 16 -4-6+ 19-17 -10+8-11 = 
Separando: 
+ 16+ 19+8-15-4-6-17-10-11= 
Sumando cada cantidad: 
+ 43 - 63 =-20 
El signo positivo + y el signo negativo -, nos sirven también para separar una cantidad de otra. 
Por ejemplo, en la expresión siguiente tenemos 7 cantidades, es decir, 7 sumandos: 

-4+50-7-10-3+5+11= 
4 +50 -7-10-3+5+11 = 42 
Sumamos los positivos: +50+5+11 = 66 
Sumamos los negativos: —4-7-—10-—3=-—-24 
Restamos las cantidades: 66 — 24 = 42 

En ocasiones, las cantidades aparecen como combinación de letras y números, haciendo que al 


alumno las matemáticas ya le empiecen a parecer difíciles, aunque en realidad, las reglas y 
principios siguen siendo los mismos y se aplican de la misma manera. 


La sencillez y belleza de las matemáticas radica en que sus principios son simples y jamás 
cambian. Por esto, apréndanse bien las reglas y leyes básicas y jamás duden al aplicarlas. 
Aprende poquito pero apréndelo bien, grábalo firmemente en tu memoria. Saber aplicar y 
combinar las reglas y leyes en su forma más simple, proporciona el éxito en las matemáticas. 


No te desanimes y si notas que algún tema se te dificulta, repásalo varias veces hasta dominarlo 
y sigue adelante. En caso extremo pide ayuda de un compañero o de algún maestro de 
matemáticas que sea amable y paciente. 


Recuerda siempre: las reglas en las matemáticas jamás cambian, cambiaran las cantidades, 
pero las reglas y leyes jamás. Así como la regla se enseña en este libro, así apréndela y así 
aplícala, jamás dudes cuando se te presente la oportunidad de usarla. 


TÉRMINO: Es aquella expresión algebraica que contiene exclusivamente multiplicaciones y 
divisiones. Los términos se separan unos de otros mediante los signos + y -, ya que sólo pueden 
ser positivos o negativos. 


Ejemplos de términos: 
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Sxy?, Axyz da abc, o ay" E lxyz 
2wtv 2 2x y 


Los elementos de un término son 4, el signo, el exponente, la parte literal y el coeficiente. 


Término Algebraico 


Exponentes 


Signo  = 3 EY 


Parte 
Literal 


Coeficientes 


El signo puede ser positivo + o negativo -. En los términos que se escriben al principio de una 
expresión, se omite el signo +. 


La parte literal de un término es aquella que no incluye a los números, es decir, la componen las 
letras y sus exponentes exclusivamente, por ejemplo en la expresión -Y4 a?b?, a?b2 es la parte 
literal. 


El coeficiente, es el número que acompaña a la parte literal. Así en las expresiones 45xy, -10b2 
y Y%xa2z; los coeficientes son 45, -10, y Y respectivamente. 


Un término consiste de productos y cocientes de números y literales ordinarios que representan 
números. 


Un monomio es una expresión algebraica que consiste de un término solamente. Por lo tanto, a 
menudo a los monomios se les llama simplemente términos. 


De acuerdo con el número de términos las expresiones algebraicas pueden ser clasificadas 
como: monomios (un solo término), binomios (dos términos), trinomios (tres términos), etc., y 
polinomios (contienen más de dos términos), por lo que los binomios y trinomios también son 
polinomios. Ejemplos: 


(a+ by 2 términos 

x+y+2z 3 términos 
Cc EEN 

ab+ ra xyz + 2wf 4 términos 


ac—bxi*+cx—dx +ex+ f  6términos 
Las expresiones algebraicas siguientes, contienen más de un término y están separados por los 
signos + y -. 


AXyZz 
3a*b 


Monomio 2x - 2y Binomio 
2 


> > Ñ ; 34 , ; 
3x%y + 2b7z + 3bz? Trinomio  3x” + 2y' -4x' + o] Polinomio 
yx 


Nota como si una expresión algebraica contiene un número x de términos, entonces el número 
de signos + o - que aparecen en la expresión es igual al número de términos menos uno, es 
decir, n - 1. 
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En el Binomio que es la expresión algebraica de dos términos aparece solo un signo + o -. 
En el Trinomio que es la expresión algebraica de tres términos aparecen solo dos signos + 0 -. 


En el Polinomio que es la expresión algebraica de dos o más términos aparecerá un número de 
signos + o - igual al número de términos disminuido en uno. 


expresiones 
algebraicas 


hMonomio Polinomio 


GRADO DE UN TÉRMINO: Se obtiene sumando todos los exponentes de la parte literal variable 
del término. El grado de un término puede ser de dos tipos, absoluto y con relación a una letra. 


GRADO ABSOLUTO: Es el que resulta de sumar todos los exponentes de las literales de un 
término, así los exponentes de las literales de un término, así el término 4xz3y es de 4” Grado. 
GRADO DE UN TÉRMINO CON RELACIÓN A UNA LETRA: es el exponente de cierta literal, así en la 


expresión 3xy2z3, el término es de 1er. grado con respecto a “x”, de 2* Grado con respecto a “y 
y de 3er. grado con respecto a “z”. 


Por ejemplo, Hallar el grado de los términos siguientes: 


1) 2x8y*z2 Su grado es 3+4+2=09,. 
2) 5x5yz* Su gradoes5+1+4=10. 
3) -Axyz Su gradoes 1+1+1=3. 
4) -1/2 x8y*z Su gradoes3+4+1=8. 
5) 3/5 x3y2z Su gradoes8+2+1=11. 


El grado de un número o constante es 0. Así por ejemplo, de 4, -6, Ya, -4/3, su grado es O. Como 
las constantes se representan por las primeras letras, resulta que el grado de a, b, c, d, e, es O. 
Así por ejemplo, ax?, by? y cz*, son de segundo, tercero y cuarto grado respectivamente, ya que 
sólo se toman en cuenta los exponentes de las variables. Cuando el grado de una literal es 1, se 
le llama lineal, porque su grafica corresponde a una línea recta. 


GRADO DE UN POLINOMIO: Es el correspondiente al término de mayor grado, cuyo coeficiente 
sea distinto de cero. Por ejemplo: 


1) 5x2 -2xy1* + 4y2 El grado de sus términos es de 2, 5 y 2. Por lo 
tanto el grado del polinomio es 5. 

2) -7x3 + 26 x9y322 + 2w1x3 - 3y2z3 El grado de sus términos es de 3, 10, 7, y 5. Por 
lo tanto el grado del polinomio es 10. 

3) -12xy*+ 13w2 + 5v4y3 - 3x2t3 El grado de sus términos es de 5, 2, 7 y 5. Por 
lo tanto el grado del polinomio es 7. 

4) ax“ + bx3 + cx? + dx+e El grado de sus términos es de 4, 3, 2, 1 y O. 


Por lo tanto el grado del polinomio es 4. 


Grado relativo a una literal: El grado relativo de un polinomio con respecto a una literal, es el 
mayor exponente que tiene la literal que se considere del polinomio. 
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7 4.3 2.6 
xy Fx y y Ax El grado con relación a xes séptimo, de quinto grado con relación a y. 
5 2 2 e ./ 
a” +2a"b-"Tlab” —8 El grado con relación a a es tres, de segundo grado con relación a b. 
Ordenamiento de una expresión algebraica 


Se dice que un polinomio está ordenado con respecto a una letra cuando los exponentes de una 
letra determinada van aumentando o disminuyendo desde el primero hasta el último con 
respecto a la letra considerada, que recibe el nombre de letra ordenatriz. Esto simplifica muchas 
veces las operaciones con polinomios. 


4,3 2,2 3 
Así, por ejemplo, el polinomio A FX Y+FX Y FX está ordenado en orden ascendente con 


respecto a la letra ordenatriz y y está ordenado en orden descendente con respecto a la letra 
ordenatriz X. 


5y* -8y* +43+20y* -1ly-2y* 


Ejemplo: Escribir en orden ascendente el polinomio 
Solución: Ordenamos los términos de menor a mayor según su grado, así: 
43-11y+5y* -2y* -8y* +20y” 

Ejemplo: Ordenar el polinomio x3 -x7 +x* -x8 en orden descendente con respecto a la letra x 
Solución: Deberíamos escribirlo así: -x7 -x8 +x5 +x* 

Ejemplo: Escribir en orden descendente el polinomio: 4w*z? +32wz” —14w* —21w*z*+45w*z, 
con respecto a cada una de las variables. 

Solución: Debemos ordenar los términos del polinomio de mayor a menor respecto a cada 
variable. 

Respecto a la variable w tenemos: —14w* +45w*z + 4w*z? -21w*%z* +32w2' 


Respecto a la variable z tenemos: 32wz” +4w*%z? — 21w*z* +45w"z — 14w* 


Así pues, ordenar un polinomio consiste en escribir todos sus términos en un orden tal que los 
exponentes de una misma letra, llamada ordenatriz, vayan disminuyendo o aumentando desde 
el primer término hasta el último. 


Términos semejantes: son las cantidades que tienen la misma parte literal, pero diferente 
coeficiente numérico: Por ejemplo, 3x, -5x, 8x, -10x, Ya x, -Ya x son cantidades semejantes, ya que 
tienen la misma parte literal x y solo cambian sus coeficientes. 


También: 


Son cantidades semejantes, ya que tienen la misma parte literal x2 y solo cambian sus 
coeficientes. Cuando el grado de una literal es dos, se le llama cuadrático. 
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Términos Semejantes 
Son aquellos términos que tienen las 
mismas variables y éstas tienen los mismos 


exponentes, sin importar cuál es su 
coeficiente. Ejemplos: 


+ 2x2y? es semejante a -2 x?y? 
3 


e -3x*y es semejante a 2yx* 
» 4xy!?? es semejante a -2 y!2x 
3 


+ 4x2y no es semejante a 3xy? 


Recuerde que solo se pueden sumar cantidades semejantes y reducirse, pero nunca los términos 
que no son semejantes, esto es, que no se pueden sumar naranjas con manzanas, a pesar de 
que las dos sean frutas. 


Ejemplos: Sumar algebraicamente y reducir los términos semejantes: 
1) 5x - 6y + 4x + 6x + 9y - 7y - 10x + 8y - 1 + 12x - 5by+3= 


Separando, colocando primeramente las cantidades positivas y luego las negativas de x, de la 
misma forma para y, y después las cantidades numéricas solas: 


+ 4x + 6x + 12x - 5x - 10x + 9y + 8y - 6y - Ty- by +3-1= 
Ahora sumando todas las positivas por un lado y las negativas por otro, se obtiene: 
22x - 15x+ 17y - 18y+3- 1= 


Finalmente se obtiene: Tx-y+2 


2) 15y + 16x - 4x - 6y + 19y - 17x - 10y+8- 11 = 

Separando: + 16x - 4x - 17x + 15y + 19y - 6y- 10y+8- 11 = 

Sumando cada tipo de cantidad: +16 x- 21x + 34y - 16y+8 - 11 = 
Finalmente queda: -5x+ 18y -3 

3) 5z + 6x - 4x - 16y + 9y - 7x - 3y + 18 - 21 + 13y + 5x-10 = 
Separando: +6x + 5x- 4x - 7x + 9y + 13y - 16y- 3y + 5z + 18 - 21-10 = 
Sumando cada tipo de cantidad: +11x - 11x+ 22y - 19y + bz + 18 - 31 = 
Finalmente resulta: 3y + 5z - 13 


Nota: como z no tuvo otra cantidad semejante, por lo tanto no se pudo sumar, únicamente se 
fue bajando para dejarlo como un sumando en el resultado. Siempre debe procederse así, 
cuando no se tengan cantidades semejantes. Es decir, debemos dejar la operación indicada. 


Ejercicio 2 
Realizar las sumas algebraicas siguientes: 
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1) - 7x+ by - 11x+ 8y - 6 + 14x - 9y + 7 = 

2) - 12+ 15y + 12x - 7y + 21x - Gw + 7z + 9y - 13x= 
3) 2a + 3b - 5a + 5b - 7b- 9b - l1la+15= 

4) -a+b-c+d+2a -2b+3c+ 4d+10-7-3= 
5) 17 - 7+ 37 - Dbw+9w - 7w - 87 + 6zZ + 11 = 

6) 4x - Ty + 2x -9y - 10x+ 1lby + 7 = 

TD AIF x +. y-“Ay-= 


Il MULTIPLICACIÓN Y DIVISIÓN DE CANTIDADES 
POSITIVAS Y NEGATIVAS 


Al igual que la suma y resta, debemos también dominar la multiplicación y división de cantidades 
positivas y negativas, ya que siempre están presentes en las matemáticas. 


La regla para multiplicar o dividir dos cantidades positivas y negativas se resume en 2 casos: 


1. Al multiplicar o dividir dos cantidades del mismo signo, se multiplican o dividen y al resultado 
se le pone signo positivo. Es decir, al multiplicar o dividir cantidades de signos iguales da 
positivo. 

2. Al multiplicar o dividir dos cantidades de diferentes signos, se multiplican o dividen y al 
resultado se le pone signo negativo. Es decir, al multiplicar o dividir cantidades de signos 
distintos da negativo. 


A esto se le conoce como la Ley de los Signos y se resume en la siguiente tabla: 


Para la multiplicación Para la división 


MULTIPLICACIÓN: 
(-3) (-4) = +12 Menos 3 por menos 4 da más 12 
(-3) (+4) = -12 Menos 3 por más 4 da menos 12 
(+3) (-4) = -12 Más 3 por menos 4 da menos 12 


DIVISIÓN: 
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-12/-4=+3 Menos 12 entre menos 4 da más 3 
-12/+4=-3 Menos 12 entre más 4 da menos 3 
+12/ -4=-3 Más 12 entre menos 4 da menos 3 


Claramente se ve que signos iguales da positivo y que signos distintos da negativo. La ley de los 
signos sólo es para la multiplicación y división; y ésta ley nunca se aplica en la suma y la resta. 
Esta regla debes grabarla firmemente en tu memoria, ya que jamás cambia y siempre la estarás 
utilizando. 


Ejemplos: Multiplicar: 
(-10)(-3)= +30 puesto que (-) por (-) da +. 
(+10)(+5)= +50 puesto que (+) por (+) da +. 
(+12)(-4)= -48 puesto que (+) por (-) da -. 
(-11)1(+7)= -77 puesto que (-) por (+) da -. 
Dividir: 
(-10)/(-5)= +2 puesto que (-) entre (-) da +. 
(+12)/(+4)= +3 puesto que (+) entre (+) da +. 
(+18)/(-3)= -6 puesto que (+) entre (-) da -. 
(-21)(+7)= -3 puesto que (-) entre (+) da -. 


Nota importante: siempre que haya dos signos seguidos, estos signos primero deben 
multiplicarse aplicando la ley de los signos. 


Por ejemplo: En sumas de cantidades positivas y negativas 

4 +5 +(-6) multiplicando los signos seguidos queda como +5-6=-1 

4 -3 -(-4) multiplicando los signos seguidos queda como -3+4=+1 

4 +4 -(+8) multiplicando los signos seguidos queda como  +4-8=-4 

4 +7 -(-11) multiplicando los signos seguidos queda como +7 +11 =+18 


En multiplicaciones de cantidades positivas y negativas fraccionarias: 
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2.2 MULTIPLICACIÓN DE VARIAS CANTIDADES 


Se multiplican primero los dos factores de la izquierda y se les aplica la ley de los signos, este 
resultado se multiplica por el factor siguiente, repitiéndose este proceso hasta terminar con él 
último factor. 


Ejemplos: Multiplicar 

1. (2)(5)(+7) 

Multiplicando los dos primeros factores, resulta: (+10)(+7) 
Multiplicando nuevamente, resulta: +70 

2. (+5)(-8)(-9)(-3)1(-6) 

Multiplicando los dos primeros factores, resulta: (-40)(-9)(-3)(-6) 
Ahora multiplicando los dos primeros factores, resulta: (+360)(-3)(-6) 
Repitiendo: (-1080)(-6) 

Finalmente resulta: +6480 

3. (+9)(-7)(+8)(-2)(-3)(+6) 

Multiplicando los dos primeros factores, resulta: (-63)(+8)(-2)(-3)(+6) 
Repitiendo: — (-504) (-2)(-31(+6) 

Multiplicando nuevamente: (+1008)(-3)1(+6) 

Repitiendo: (-3024)(+6) 

Finalmente resulta: -18144 


dl » Ejercicio 3 


Multiplicar: 

L.. 2 -3N+7) 

2. (+5)(-8)(-9)-3)(-6) 
3. (+9)(-7)(+8)-2)-3)(+6) 
4. (9-53) 

5. (5)(+12)(-6)(-3)(-6) 
6. (97)1(+8)-7)1)(+6) 
7. (2)1(517)11) 

8. (-5)-8)-2)63)04) 

9. (4)-5)-3)-2)-31(+6) 
10.(-Y92)]-%9) 


2.3 DIVISIÓN DE VARIAS CANTIDADES 


Primero se realizan las multiplicaciones que aparecen en el numerador y denominador, 
reduciéndose las cantidades del numerador y del denominador a una sola cantidad, después se 
realiza la división. Aplicando siempre en todo esto la ley de los signos. 
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Ejemplos: Dividir 


CIDE 
(S)66) 


y en el denominador, queda : 


multiplicando en el numerador 


AGE LOES) 

(E2)+5)0+7) 

y en el denominador, queda : 

+700 _ 10 

-70 

3.- o multiplicando en el numerador 
(64514812) 

y en el denominado r, queda : 


— — sacando mitad (significa dividir entre 2 el namerador y denominado 1), 


multiplicando en el numerador 


queda + a +2.475 
40 


Ejercicio 4 

Dividir: 

1065) 

(+4)G+10) 

» - EDELSES) 
E4GS) 

(3)+9)66)+8) 

415642122) 
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4. El objetivo del ejercicio es completar correctamente el cuadrado, llenando los espacios que faltan 
usando los valores que están al lado derecho y escribirlo en el lugar que le corresponda: 


5. El objetivo del ejercicio es llenar correctamente los círculos vacíos, llenando los espacios que faltan] 
usando los valores que están al lado derecho y escribirlo en el lugar que le corresponda: 


11 POTENCIACIÓN 


Es una operación que tiene por objeto hallar el producto de las potencias de un número. 


Potencia: es el resultado de tomar un número como factor un determinado número de veces 
indicado por el exponente. Cuando en un producto todos los factores se repiten, al producto o 
resultado se le llama POTENCIA. Así, 625 es la cuarta potencia de 5, puesto que: 


625=5x5x5x5=5b* 


Al número que se multiplica por sí mismo se le llama base de la potencia. Al número pequeño y 
en la parte superior derecha de la base se le llama exponente, que indica el número de veces 
que la base se multiplica por sí misma. Por esta razón, también se le llama exponenciación a la 
potenciación. 
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EXPONENTE POTENCIA 


2 
9 =81 - - 
9 esla base 


2 eselexponente 
81 es la potencia 


BASE 


Por ejemplo: 

IF IMNINININDXD= 729 
63=6x6x6=216 
210=2x2x2x2x2x2x2x2x2x2= 1024 


(6 veces) 
( 
( 
8/=8x8x8x8=4096 (4 veces) 
( 
( 
( 


3 veces) 


10 veces) 


31?=31x31=961 
235=2x2x2x2x2=32 
52=5x5=25 


1. 2%=.2X2X2X2X2=32 


2 veces) 
5 veces) 
) 


2 veces 


2. 3'= 3X3X3X3=81 


3. 8Y= 8X8X8s= 512 


En realidad, la potenciación es una multiplicación abreviada cuando el mismo factor se repite 
varias veces. Por ejemplo, si el factor 5 se repitiera 12 veces, sería muy tardado y tedioso escribir, 
5x5x5 x5x5x5x5x5bx5x5xX5xX5D,es mejor escribir 512, que de todos modos significa y 
vale lo mismo. 


Ejemplo: escribir como potencia 5bx5x5bx6x6x6x6 

Como el 5 se repite 3 veces y el 6 se repite 4 veces, queda: 53 x 64 
= 125 x 1296 = 16 200 

Ejemplo: calcular el valor de las expresiones siguientes: 

43x34=4x4x4x3x3x3x3=64x81=5 184 

21X5%=2X2x2x2x2x2x2x5x5x5=128 x 125 = 16 000 

14x82=7x7x7x71x8x8 =2401 x 64 = 153 664 

42x 34x23=4x4x3x3x3x3x3x2x2x2=16x243x8=31 104 

(0.25) = 0.25 x 0.25 x 0.25 = 0.015625 

(0.73)* = 0.73x 0.73 x 0.73 x 0.73 = 0.28398241 

(0.1)9$=0.1x0.1x0.1x0.1x0.1= 0.00001 
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3.2 MULTIPLICACIÓN DE DOS POTENCIAS DE LA MISMA BASE 
Propiedad: Para multiplicar dos potencias de la misma base, sus exponentes se suman. 


Siendo n un entero positivo, a” se define como: 


AMS aAxdaxaxdaxaxaX iición xa  hnveces 
Por lo tanto: 
a xa” =ax--"xaxax--"xa=a"””" 
A AU 
n m 
o pa 
n+m 


Por consiguiente, ya que la expresión de la derecha es el producto de m + n factores, cada uno 
de ellos igual al factor a, se obtiene: 


Esto es: amxan=am+n (MP) 


Observa bien que la regla (MP) se usa para multiplicar potencias con la misma base, pero 
contradictoriamente te dice que no multipliques, sino que dejas la base común a y sólo sumes 
sus exponentes. Para poder aplicar la regla necesitamos que las bases de las dos potencias sean 
iguales. 


Ejemplos: 

23x214=23+4=27=128 Queda el 2 y no 2 x 2 = 4 en el resultado. 
52x5 =52+t1=53=125 Queda la base común 5 

43 x 42x 41 =4 3+2+4=49= 262 144 Queda la base común 4 

32x 30 =32+6=38=6 561 Queda la base común 3 

102 x 108 x 103 = 10 2+6+3= 1011 = 100 000 000 000 Queda la base común 10 


Note que al elevar el 10 a una potencia x, quedará como resultado la unidad seguida de x ceros. 
Por ejemplo, 107 = 10 000 000, es decir, un 1 seguido de 7 ceros. Esto se utiliza mucho para 
representar cantidades muy grandes o muy pequeñas en física y se le llama notación científica, 
la cual trataremos más adelante. 


Es decir, cuando multiplicamos factores con la misma base, sus exponentes correspondientes 
se suman. Si existen coeficientes numéricos, también se multiplican. 


PRODUCTO DE UN NÚMERO POR UN MONOMIO 


El producto de un número por un monomio es otro monomio semejante cuyo coeficiente es el 
producto del coeficiente de monomio por el número. 


5 + (2x2 y3z) = 10x2 y3z 
3.3 MULTIPLICACIÓN DE MONOMIOS 


Se le llama multiplicación de monomios a la multiplicación de un solo término por otro término. 
La multiplicación de monomios es otro monomio que tiene por coeficiente el producto de los 
coeficientes y cuya parte literal se obtiene sumando las potencias que tenga la misma base, es 
decir, sumando los exponentes. 


ax” . pxM = (a - b)xn+m 
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Reglas: 


+. Se multiplica él término del multiplicando por él término del multiplicador. 

+ Sesuman los exponentes de las literales iguales. 

. Se escriben las literales diferentes en un solo término resultado. 

+ Se coloca el signo de acuerdo con la ley de los signos vista anteriormente. 
Ejemplo. Multiplicar los monomios: (5x2 y3 z) - (2 y2 22) = (5)(2) x? y3+271+2 = 10 x2 y5z3 


Ejemplo. Hallar el producto de los monomios 3x3 por 4x2 


Solución: (33) (42) — =(3) (4) x2-x2 
= 192 x3+2 
=12x 
Ejemplo: Hallar el producto de -3x8y3 por Y4 x8y5 
Solución: (-3x8y3). (Ya x8y5) = (-3) (Ya) xey3, x8y5 


=- 3 x0t8 y3t5 
=- Y x14 y8 
Ejemplos: Multiplicar los monomios siguientes: 
1) 3? .3% =37+* -3* Si la base es númerica los exponentes 
también se suman. Nota como quedo inalterada la base 3 en el resultado. 
2) 93.98 9358 91 
3) 47.47 =4 += 47-47? Recuerda que 
-2 y -7 suman -9. 
4) 5.511 — 5D — 5-11 5 Recuerda que 
8 y -11 suman -3. 
5) a? «a? == == a? 
6) di -b? =p =p! 
7) a3.aó=9g 2? 
8) a? el = ae zz > as al 
9) o AR a 
10) -3x--6x* = (-31(-6)x*” =+18x*. Nota como los números 
se multiplican, pero a la base sólo sus exponentes se le suman. 
10 xó --x=(DEDx*” =-x' Su coeficiente es 1 y -1 y se 
multiplican y los exponentes siempre se suman. 
12) -7y* -3y” = (-7)G6)y*" =-21y" 
13) +4w”?.-2w*? = (+4) 2)w9*9 =-8w** =-gw? 
14) 2t -34? = (261 =6t* 


Ejemplos. Multiplicar los monomios con exponentes literales: 
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1) o n = iii == ga 

2) b?Y . póY en id pen pb! 

3) ae 7 ds e " lsicidde EA a? 

4) ao” dl Es ld E gana - ll 

5) ga qm an q 7m+63m) q 7-3m == q 
6) x*- x*=x*” asi se deja indicada 


puesto que el exponente a es diferente de b. 


7)a.a=a'"=a? Recuerde que cuando no se escribe, 
el exponente es uno. 


8) 34 22? =G6hk-2)a*" =-632* 

9) - 7x7? --6x?* =(-7X(-6)x ** =+42x? 
10) a*.b* =a*b” asi se deja indicada 
puesto que las bases son distintas. 


No importa cómo nos den los exponentes, ya sean letras o números, al multiplicar dos cantidades 
con la misma base, debemos sumar los exponentes siempre. 


Ejemplos adicionales de multiplicación de monomios: 


l.a?* a=a=1V4 6.3a2b'? *2a47b"? =6a'b' =6 

2.x *x*=x? =1 71.4b* *a?b” =ab?=a' 1b? =alb? 
33m? *m”% =3m"* =3/m'”? 8.47 2p3**a12p* — a b=b 

4. 2a3*91? =2g'* 9.m***n”* =m"n=n/m 


5. ab? *ab? = ab" =1 Dita e 
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Ejercicio 5 
Realizar las multiplicaciones siguientes: 


1) de - 8) 4 a Tas - 

» aa = 9) 4a*” .4a”” = 

3) a*-a?= 10) +1” = 

4) a*.a*= 11) 3a--5a = 

5) 3a* -a* = 12) -3a” --2a* = 

6) b*-5b* = 13) -9x* 3x1 = 

7) 6a* 24” = 14) 5x* .-3y? = 
AA 


En forma general se presentan muy frecuentemente la multiplicación de cantidades que tienen 
varias letras como base en ambos factores. En este caso, se procede de la misma manera, pero 
debemos sumar únicamente los exponentes de una misma base del primer factor con los 
exponentes de esta base en el segundo factor y repetir esto para las bases restantes. Las bases 
que no se repiten únicamente se bajan multiplicando y aparecerán indicadas en el resultado 
final. 


Ejemplos: Multiplicar 


1) 2ab* -3a*b* =(2)G3)a”*b””? =6a*b” Note que los exponentes 

de a se suman y los correspondientes a b también se suman por separado. 
2) -3a*b*c* -—6a*b*c = (-3X6)a**b**0* =+4182b'"0* 

3) -5a*b%c* -4a'b*cd=(-514)a bc =-20ab?c*d 

4) 2xy7z--7x?ytw = (2=Dx ywz =-14x y wz 


Ejercicio 6 
Multiplicar los monomios siguientes: 
1) 2abc--4a*b*c? = 
2) -3x yw -5xygc = 
3) 8xy Us yt = 
4) -2abxy--10x?*y*b%a = 


e 1 
5) —x"yz-:8xyz--——abxy = 
a A 
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Multiplicar los monomios diversos siguientes: 


1) 2x-3x? = 
2) 5x? -—1x* y= 


1 
3) = ¿Ye 4xy*t= 


DE x* v?z pe 107 yz ay 


a,b 


5 ¿Pri ox yr = 


6) 2a"b-Sa*b” = 


5 32 
7) = y A a 
8 10 


7 ta 
8) zz > sd le -—6x” eo ses sail 


3 x" y 2 > -3N m+2_n-1_n 5 
9 «10x — XxVvz= 
Ú FE 


10) - > al e -16xy? P e ido adds md NN 
3.4 POTENCIA DE POTENCIA 


Regla: Para elevar una potencia a otra potencia, basta multiplicar los exponentes. 


Para hallar la potencia de una potencia, se tiene: 


ax -.. xax 

(ay =(ax- «xa =ngk * co =qnr 
AA ax ... xa 
jp 


CS 
_ÁAAÁA AAA pm AA AA AAA A 


Por lo tanto: n factores 
Esto es: (am)n=qmn (PP) 
Ejemplos: 


(24) =2 4x3 = 212= 4096 
(35)2=3 52 = 310= 59 049 
(53)2=532=586= 15 625 

(72)4=7 24=78=5764 801 


TE 
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Cuando una expresión que está dentro de paréntesis se eleva a una potencia, todo lo que está 
dentro de paréntesis es la base. 


Por ejemplo: 

(Sy)9 = By x By x By = (5)(5)(5) y+*1+1= 125 y8 

(2w)9 = 2w x 2w x 2w x 2w x 2w x 2w = (2)(2)(2) (2)(2)(2) w1+1+1+1+1+1= 64 w8 
(32a3b)?2 = 32a3b x 32a3b = (32132) (a3) (a3) (b)J(b) = 32+293+3p1+1= 3426p2 
Ejemplos: Hallar (x2) 

Solución: (24. =x24= x8 

Otra forma es: (x2)4.  =x2, x2,x2, x2= x2+2+2+2 = x8 

Ejemplo: Hallar (5x4)3 

Solución: (5x3 = (5) x48 = 125 x12 

Otra forma es: (5x3 =(5x%) (5x4) (5x*) = 125 x4+4+4= 125 x12 
Observe, que es preferible utilizar la regla (EX2) a usar el procedimiento normal o tradicional. 
Ejemplos: 


(2 ) 94392 4096 


4 Y? 3 4x2x3x4 9% 
( ) | =2 =2 


(aby =a*b? =1/a*b* 
(a?y =ge . a 
Qé y a qn 
(m?*y e mé* 7 mi? 
ps o ÓN =a 2 117 
a dd y a =0*y 2/4 =1*y" 2 E 
qee - Aa? ayer a 4ab?? 
(a e AA > = llar 


(Py 1 Ñ =p 4/2 4,,3 


y =x“y*=x1y 


Otra regla que puede deducirse de la (EX2) es 
(ab)m = am pm (EX2) 
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Es decir, cuando elevamos un producto a una potencia m, cada uno de sus factores quedará 
elevado a la potencia m. 


Ejemplo: Hallar (6 x 5)4 
Solución: (6x5)* =64x 54 = 1296 x 625 = 810 000 
Otra forma es: (6 x 5)? = (30)1 =30x30x30 x 30 = 810 000 


SS 81 (a? a12 pe (e)= 


(SXy?2)? =-125 x0 yóz12 
(5y =-125 (x)P=x  (y2)8=y8 (24)9= 212 


3 
2 8 
E yt? | = A 91230 


27 


Ejercicio 7 
Evaluar las potencias de potencia: 
D (BY = 

2 (xy 2) = 


3 GAY - 
4) E Ly) ES 


5 e 
5) ART = 
333 
6) Qaaip”) = 
1 


16 5 
7) de e Oi gp O Y Ss 


Es muy importante tomar en cuenta los signos, al hacer las operaciones, ya que es diferente si 
el signo esta fuera o dentro de un paréntesis. 


Por ejemplo: |-(5By)9 = - (By x By x By) = - ((5)(5)(5) y1+1+1) = - 125 y3 
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Aquí el signo menos está antes del paréntesis, por lo que hará negativo todo el resultado. 
(-2w)* = -2w x -2w x -2w x -2w = (-2)(-2)(-2)(-2) w1+1+1+1= 64 w! 


Aquí el signo menos está dentro del paréntesis, por lo que debe de tomarse en cuenta al realizar 
la operación y utilizar la ley de los signos que nos dice “al multiplicar o dividir cantidades de 
signos iguales da positivo y signos distintos dará negativo” 


Se presentan 3 casos: 
1. Que la base sea positiva: entonces el resultado será positivo. 
Ejemplo: (9%  =((91(9) 
= (81)(9) 
= 729 
2. Que la base sea negativa y el exponente par: entonces el resultado será positivo. 
Ejemplos: Evaluar las exponenciaciones siguientes 


5) SOSNS)(5S) 4 veces se multiplica la base -5 por sí misma 
= (25)(-5)(-5) 

= (-125)(-5) 

=+625 

e (3) E-SIOSICIICIICIES) 6 veces se multiplica la base -3 por sí misma 
= (93343) (3)6-3) 

=(-27)63) (3168) 

= (+81) (-3)(4-3) 

= (-243)(-3) 

=+729 


Esto se debe a que al multiplicar un número par de veces los signos iguales siempre dan positivo. 
3. Que la base sea negativa y el exponente impar: entonces el resultado será negativo. 


En general se cumple: 


aj =r Si nes número par (as Si nes número impar 
esemero: 62) =2 =16 2 =2* =-32 
Ejemplos: Evaluar las potencias siguientes 
+ (5)3= (-5)-5)1(-5) 3 veces se multiplica la base -5 por sí misma 
= (25)(-5) 
=-125 
e (3 (-ICSICIICIIES) 5 veces se multiplica la base -3 por sí misma 


= (9)-3)43) (3) 
= (-27)(-3) (-3) 
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= (+81) (3) 
=-243 


Esto se debe a que al multiplicar un número impar de veces los signos iguales siempre dan 
negativo. 


Ejercicio 8 
Hallar el valor de las potencias siguientes: 
áll; 


SD A O 


3.5 CONVERSIÓN DE EXPONENTES NEGATIVOS A POSITIVOS 


Si tenemos un exponente negativo, para cambiarlo a positivo, si está en el numerador lo 
cambiamos al denominador; si está en el denominador lo cambiamos al numerador. Note que 
todo cambio del numerador al denominador o del denominador al numerador, cambia solamente 
de signo al exponente y no a la base. 


También, si se tiene a - ”, si multiplicamos y dividimos por a”, la expresión no se altera y si, 
además, aplicamos la propiedad de que toda cantidad no nula elevada a la cero potencia es 
igual a la unidad, o sea, a% = 1, se tiene: 


Es decir: 


an (CE1) 


De la misma manera, se obtiene: 
1 1 1 1 
aa II AS 
A ME MO A 
n n 
Esto es, que al cambiar una potencia del numerador al denominador o viceversa, debemos 
cambiarle de signo a su exponente. 


Esto es: 
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€. =I14"=4 


n 


=8l 


2 


=5* =625 


a” = gor = 8 e 
a a 
A 1 1 
Por ejemplo: 4” = = = 
dd 4? 4x4 16 
Tambien, —=a ""=a "=p 
a 
Por ejemplo: EEES 
Ejemplos: Transformar y Reducir 
1 - ¡O NO 
1 _ =x? 6 = x = 
) ” ) 3 3 3x 
2 3 2 
OE y EL 44 _16_ 
4d 4 4 2 2x2x2 8 
7 TU A E 
3) == db 8) PT Rx7 =7* 7% 16807 
3x 3 TES 
Y 1 8 4 3 4 34 7 
q" => 1% =P" RDP =S7P"<7=108 
* e 
5) 5r* _3 E Ñ gu Ñ 5r+ Ñ Ts 
- dl cn 
ias 
> Ejercicio 9 
Transformar y Reducir: 
1 y 
1 > 
2 = 8 An — 
) 3x* ) 25 
Dx e 
> 3 
4 
5 Xx 
a db ia 
8x? 2 
6) sl - 11) pa a 
> 2x "y 
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Propiedad: Para dividir dos potencias de la misma base, al exponente del numerador le restamos 
el exponente del denominador. 


Si aplicamos la propiedad (CE2) y luego la propiedad de la multiplicación de potencias (MP), se 
tiene: 


a 4 E E 
—=a”xa” ¿SL A 
a 
Con lo que se comprueba la expresión (DP). 
Por lo tanto: am/an=am-=n (DP) 
Otra forma de demostrar DP es de la forma siguiente: 
m 
——— a A. 2 
qn aX... xQa AX xpAxax xa mon 
AMA -_ MMMM > 2-3 A KSKáKÁák == 
ae ax--xa ANA 
PA n 


Observa bien que la regla (DP) se usa para dividir potencias con la misma base, pero 
contradictoriamente te dice que no dividas, sino que dejes la base común a y sólo restes al 
exponente del numerador el exponente del denominador. Para poder aplicar la regla 
necesitamos que las bases de las dos potencias sean iguales. 


Ejemplos: 

1) Lar = 4? =64 

2) Dm 9 =9" =8l 

3) 5 - o E e Y 


1 5” E E 


que 
5) 9=71"=7"=2401 


3.7 DIVISIÓN DE MONOMIOS 


La división de monomios es otro monomio que tiene por coeficiente el cociente de los 


coeficientes y cuya parte literal se obtiene restando las potencias que tenga la misma _base, es 
decir, restando los exponentes. El signo lo da la ley de los signos. 


ax” : bxM = (a: bjxn - m 


6x y tz? E 


Zu 2 
IA 


Sólo se pueden dividir monomios con la misma parte literal y con el grado del dividendo mayor o 
igual que el grado de la variable correspondiente del divisor. Si el grado del divisor es mayor, 


Matemáticas para Genios ReprobadosO) AntúnezBook Tomo | 
AAA A AAA 


obtenemos una fracción algebraica. El resultado se coloca en el numerador si el exponente 
mayor corresponde al numerador y el resultado se coloca en el denominador si el exponente 
mayor corresponde al denominador: 


Ejemplo. Dividir: 


35a* 


=7a* =7a? 


Sa 
Ejemplo. Dividir: 


LY Zi Y Z 


IU LED 


AAPP ya da y 
Ejemplo. Dividir: 


8aPbUo?: Za! Mé 


13-114,10-6,4-7 214.3 
4a” "bc" '=4a"b'c 


Ejemplo. Dividir: 


Ejemplos. Dividir los monomios siguientes: 


1) Hallar el cociente de dividir 12x” entre 3x* 
1 Dos 
EA 

3x 3 
2) Hallar el cociente de dividir 36x* entre 8x? 
en 
dE a 36 4 E 13 3% 9, _ EAN 
Sx 8 4 Z 2x 
3) Hallar el cociente de dividir 13x? entre 4x” 


Solución : = 4x' 


Solución : 


Solución : a 13 245 = 13 25 E Ba 


xx 4 4 4 
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4) Hallar el cociente de dividir 12x” entre 90x'* 
9 

Solución : il ¿495 A a 2 er z 

90x 90 45 15 15x 


5) Hallar el cociente de dividir 5x**?y%** entre 10x""y"" 
4m+2,,2n+3 5 


Solución : a E 


Mm 10 % 
6) Hallar el cociente de dividir 80a**b?% entre 48a?*b* 


4m+2-(m+1), ,2n+3-(n+1) _1 4m+2-m-1, ,2n+3-n-1 3m+1,,n+2 


1 
X y A y 


4x1, 2y 
Solución pe s0a b ES 10 1-01) 29-0-0 e S 1021939 2y-y+ 2 3 2raye 
484% *p* 6 
Nota que no importa que los exponentes sean letras, ya que de todos modos a los exponentes 
del numerador se le restan los del denominador y que los coeficientes numéricos también se 
dividieron. 


Toda cantidad dividida entre sí misma es igual a la unidad, así, 25 / 25 = 1. También, 52 / 52 = 
1, por lo tanto 52- 2 = 1, esto es, 50 = 1. 

En general, se tiene: am / am = 1, es decir, a” - M= 20 = 1 y por lo tanto a* = 1, siempre que a 
sea diferente de O. 


Concluimos, que toda cantidad elevada a la cero potencia, es igual a la unidad, siempre que la 
base sea diferente de cero. 


+2 .99x+2 
= ————— : aplicando la propiedad: 
5x1 .93X , p p p 
Bn = gq. ¿m 
obtenemos: 


m- 0.0.2 M2 


Ps. a 5| 


M = 571 .22= 51 .22= 5-4=20 
a E Y 


| m=20 
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Calcular el valor de: 


25 
Ya 


E = 


Solución: 


Escribimos la raíz principal en la forma expo- 
nencial: 
Y 
e E 
3 3 


luego, transformamos los exponentes: 


312 y Us eS y 16 
1/3 2 3 


Nota que no importa que los exponentes sean letras, ya que de todos modos a los exponentes 
del numerador se le restan los del denominador y que los coeficientes numéricos también se 
dividieron. 


Ejercicio 10 
Realizar las divisiones de monomios siguientes: 
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3 2 
y 12 ES 
> EA 
a 8x * y? Ñ uy? 
2x ? y = 
x y A 
E m np 
2a*p” 9) HOPE 
MT mónp! 
ld 2453 
a -2 
Dz am” e ii 
Ñ 2m-1 7, x-3 NS 
5) 12a b _ 5 
e adas il í 16x ? y” 
x+3 1 m-2 E SU 
q? "+ 
ia > sde 
q == 
) a”b* 


IV RADICACIÓN 


Es una operación opuesta a la potenciación y consiste en dado un radicando a la raíz enésima, 
hallar un número que elevado a la enésima potencia de cómo resultado el radicando. 


Sus elementos son: 


122! Radicando 
al símbolo 3 se le llama radical 


Por ejemplo: 


(25 =5 porque 5” =5x5=25 
Cuando es raíz cuadrada el tipo de raíz no se escribe 
1/27 =3 porque 3 =3x3x3=27 
1/256=4 porque 4' =4x4x4x4=256 
11128 =2 porque 2' =2x2x2x2x2x2x2=128 
41-27 =3 porque (-3)' = -3x-3x-3 =-27 
Si el radicando es negativo y el tipo de raíz es un número impar, si existe una raíz enésima 


negativa. En cambio, si el radicando es negativo y el tipo de raíz es un número par, entonces no 
existe una raíz real, al menos en el campo de los números reales. 


4.2 POTENCIAS DE EXPONENTES FRACCIONARIOS 
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Todo tipo de raíz puede expresarse mediante un exponente fraccionario. Donde el numerador 
será el exponente que tenga el radicando y el denominador será el tipo de raíz que se trate. 


El exponente fraccionario viene de extraer una raíz a una potencia cuando el exponente de la 
cantidad radicando no es divisible entre el índice de la raíz. 


Para extraer el índice de la raíz a una potencia se divide el exponente de la potencia entre el 
índice de la raíz. Si el exponente no es divisible entre el índice, hay que dejar indicada la división 
y se origina el exponente fraccionario. 


Toda cantidad elevada a un exponente fraccionario equivale a una raíz, cuyo índice es el 
denominador del exponente y como numerador el exponente del radicando. 


Resumiendo, los radicales se pueden representar mediante exponentes fraccionarios y por lo 
tanto se les aplica las mismas propiedades que a los exponentes enteros. 


índice 


uo 


LL radicando 
El índice debe ser un entero positivo. Para una raíz cuadrada, el índice 2 es usualmente omitido. 
Esto es: 


¡far =a> 


Por ejemplo: 
3 4 8 
DÍA=x: 2) Wvx'=x?= 3) 4/5* =51 =5? =25 


En forma inversa, se tiene : 


m 
e nf _m 


a” =ya 


Por ejemplo: 
7 9 3 
SS 
2 
4) =p. 23 =8 Y/2? =8 2/4 


Ejemplos. Expresar con signo radical: 


15 E 2 yvtzus — la fyalz TIP 


Cuando no está la 


a? =2x/a 2a*'5p5? = 2/43 ,/p* raíz indicada es la 
raíz cuadrada (2) 
> 1/4 a 2afy 


Ejemplos. Expresar con exponente fraccionario: 
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3 ña 1/3 5 / / 
a=a [33 /p5 =g312p513 
473 3/4 E 
=S 5 / / S/ 
2 fa” =2a 2Wab ie? =2a “tp 0* 
daily! =x Py? 1/4 5/4 7/4 5,7 
7-08 E a tb”? =Yaboc 
q aa 
x=x AR de 2 
dl SE n)5 mé =3n” EP 5 
Jm =m' 21 7/3 5/6 23 76 5 
da b'"c”* =4a ab" e? 


Si el exponente fraccionario es negativo, primero lo convertimos en positivo, cambiándolo del 
numerador al denominador o viceversa. Después procedemos como en la regla anterior. 


= 1 1 
¡ Tm nf m 
an , 
Por ejemplo: 
7 5 
O | 1 37 1 1 1 
a UE 102 VO? /100000 
12 
e 1 1 1 1 
4 2 4 — 5= = == 0 125 
2 1% 4096 8 


Y 
En este caso, es evidente que 2 * =2” = > =_ - =(0,125 


Las leyes de los radicales son las mismas que las correspondientes a las potencias, ya que Va= a'/”. A continuación 
se exponen las leyes utilizadas con más frecuencia. Nota: Si n es par, se supone a, b= 0. 


A (Vad”=a 
EJEMPLOS WO =6 WAY! =x2+yY 
B. Vab=WVavVb 
EJEMPLOS 154 =V/27-2=V/27.V2=3V2,  VRP=VR VP 
C. de es. 
By >+0 


EJEMPLOS [5 _V5_W5 Je MD - x+1 
32 y32 2 UY Yayo Y 


D. yal =(va)” 
EJEMPLOS Vent = (V27)1 = 31 =81 


E. Vva= Na 


EJEMPLOS YVv5=W5 VIZ=V4YV2 VI2=VX 


Matemáticas para Genios ReprobadosO) AntúnezBook Tomo | 


AAA AAA AA A 


Ejercicio 11 
Evaluar los radicales siguientes: 


1) 4625 
D 41024 
3) /64 

4) 4256 
5) 4/243 


Transformar a exponente fraccionario los radicales siguientes: 
ES 

7) ix? 

8) 4x0 

9) /x 

10) 4x2 


4.3 MULTIPLICACIÓN POR EL BINOMIO CONJUGADO CON RADICALES 


En ocasiones es necesario multiplicar por el binomio conjugado de un radical tanto el numerador 
como el denominador de una expresión, para quitar el radical de una expresión. Recuerde que 
si un binomio es a + b, su binomio conjugado es a - b, entonces su producto es: (a + b) (a - b) 


= a2 - b2, como al elevar al cuadrado una raíz cuadrada queda: (Va)2 = a, donde esté el producto 
de binomios conjugados desaparecerá el radical. 


Ejemplos: Multiplicar por el binomio conjugado del radical 


+5 | 1 172) 42 


7-2 (7-2 47+2) JT 2 3 
6 (6 /s+2) 6/5+6/2 6/5+64/2 6/5+64/2 
al q 
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5 a 545 _ 505 $5 _ 5 5 


h0+/5 LY10+5 1 /0-/5) (JoY -(J5Y 10=5 
12 a 6 | 7) 12413 +124/7 _ 124113 +124/7 _ 12/13 +1247 
43-47 (13-71 413+47) (1413) -(u7) 13-7 6 


=H142/7 


2448 -( 24413 E. 24542 B+415+ 4/9 24/5423 + 115 + /9 


As 3 (fs Vs +43 (5 (ay 5-3 
2542434415 +3 

2 
142445 (14245 3-45) 13-/5+2/15-2./25 _ 13-/5+ 2/15 10 
AN AS AS E 
_ 13 +15 24/15 +10 

2 
13+242 (12+43)] J6+49+2/4+2/6  3/6+3+4 _ 3/67 
daa (243) 2-3 TS 
a + /x A E 
2 Ya + x | 2 4/a+ dx h24a- Ax (Lay UF 4a—x 


4.4 INTRODUCCION AL FACTOR RADICAL 

Para introducir factores en un radical se elevan a la potencia que indique el índice del radical. 
2 Na > JZa = Ja 

322 Yao => Gay (ab) =3/274%(a*b) =3/27a%b 


E 
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345 = 4135) 

sadb = .[(5a)b=/25a% 

12,2 = +21/2) =,/21/4) =/2/4 =-/1/2 
abfa?b = aby a?b=.fa?b?)a?b = fa*b* 

4m J2m? = 3((4m)2m? =-/[64m*(2m?) = /128m' 
2a (Bab = ¿([Qa)'8ab* =3/[16a*(8ab”) =3/128a%b* 


a [((a+b)a _ (a +b)"(a) E 
a+b e a =D = (a + ba = Ja? + ab 


«+1 (+1"2x = JG+DOD =/2x? +2x 


Si (+1) 
k- DS hp 


4.5 RESTA Y SUMA DE RADICALES 


Se simplifican los radicales dados al mismo radical, se reducen los radicales semejantes y se 
escriben los radicales no semejantes con su mismo signo. 


Ejemplos: Simplificar los radicales siguientes 


2-/450 +9-/12 —7./48 —3-/98 


El primer paso es simplificar cada raíz a una raíz común: 


450 2 12.2 48 2 98 2 
225 |3 24 |2 49 /7 
15 13 12 |2 A y 
za [13 1/ 6 |2 1/ 

e E 3.13 

1/ 1/ 


2-/2x37x5? 4942? x3 -742* x3 -347* x2 


2x3x54/2 +9x 2/3 -7x2* 4/3 -3x 7/2 
2(15)/2 +92) 43 - 1493 -3(7)/2 
3024 18.3 28.3 2112 
mm 
- 2142 -28-./3 
9/2 1043 Resultado 
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. 2/80 2/63 y/180 
4 
80 |2 63 [7 180 | 2 
40 |2 3 90:13 
20 12 3 30 | 3 
10 [2 1/ 10 | 2 
5 |5 3113 
1/ 1/ 
1/4 $5 1/3 77 1/6 5 
411 611 911 
AN ÓN 
2 3 
ly 1 
E 
372 Resultado 
Suma y resta de radicales similares 


a) V18+V50-V72=V9.2+V25.2-— V36.-2=3V2 +5V2 —6V2 = (3 +5 —6)V2 =2V2 
b 2V27-4V12=2V9.3-4V4.3=2.3V3-—4.2V3 =6V3 —8V3 = -2V3 


O 4V75+3V4/3 — 2V48 =4-5V3 +3 [e 32: 4V3=(20+3-5-8)V3=14V3 


d V432- V250 + V1/32 = V63 .2— V53.2 + 55 27 (6-5+q)V2=3V2 


e) V3+V81- V127+5W3 = V3 + V27.-3-V9-3+5V3 
=V3 +33 -— 3V3 +53 = -2V3 + 8V3 


4.6 MULTIPLICACIÓN DE RADICALES 


Se multiplican los coeficientes entre sí y las cantidades radicales entre sí, colocando este último 
producto bajo el signo radical común y se simplifica el resultado. 
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Multiplicación de radicales 

a (2V7)(8V5) = (2-3) V7-5 =6V35 
D (3V2)15V6)/(8V4) = (3-5-8)Y2-6-4 = 120V48 = 240V6 
O (VIB8X)IV2x) = V36x* = xV36 
d Valió -Vábrbo! =VabBba = Vébe = acVb 
e) V3-W2 =31/2. 21/3 = 33/6 . 92/6 = Y/33 . 22 = Y108 
5 (Y414)(4686) só (17-247 .2) an (71/3 ] 21/3) (73/4 : 21/4) E (7/2 24/12) (79/12 . 23/12) 

=7(71/12 . 27/12) = 7/7..27 =7:V896 
9 (-V5Vx? = 502 8/3 = 532 =125% 
h) (VA x 10-68)(V8.1 x 103)(V0.0016) = (V4 x 10-6)(V81 x 102)(V16 x 1074) 

= (2x107*)/(9 x 10)(4x 107?) =72x10* = 0.0072 
d (v6+V3)NV6 -— 2V3) = V6V6 + V3V6 + (V6)(-2V3) + (V3)(-2V3) 
=6+V18 —2V18 —2.3=-V18 = -3V2 

JP (V5 +V2) = (V5)? + 2(V5)(V2) + (V2)? =5+2V10+2=7+2V10 


M (1V5-— 4V3) = (7V5)? — 2(7V5)(4V3) + (4V3)? 
=7.5-—2.7.4V15 +4? .3 = 245 — 56V15 + 48 = 293 — 56V15 

» (V3+1D(V3- 1) =(V3? - (1? =3-1=2 

m (2V3 — V5)(2V3 + V5) = (2V3)? - (y5)? =4-3-5=12-5=7 

Mm (2V5-—3V2)(2V5 +3V2) = (2V5)? — (3V2)? =4.5-9.2=20-18 =2 

o) (2+V3)(2 — V3) =4- V9 

Pp) (3V2 +2V4)(3V2 — 2V4) = (3V2)? — (2/4)? = 18 — 4/16 = 18 -8V2 


y (3V2-4V5)(2V3 + 3V6) = (3V2)(2 V3) — (4V5)(2V3) + (3V2)(3V6) — (4V5)(3 V6) 
=6V6 —8V15 + 9 V12 — 12V30 = 6 V6 — 8V15 + 18V3 — 12 V30 


] Ejercicio 12 
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Demuestre que 
1 a Vi=0V » vajo 2 
b) V27=3V3 D 14V2/7 =2V14 
O 3V20=6V5 
' D 3W2/3 = V18 
d) 5 V50a? =2aV2 Suponiendo que a > 0) 
3a ; 3 
e) ¿VS = 52 V3a sr 1 112 
5 1 
BB = 28V2b Dz Mr 
g v640 =4V10 MD) 60V4/45 = 8V5 
D Ve8x Pé = 2x2 0112 0) 3V4/9 = V6 
2 a) V27+vV48- V12=5vV3 d) 5V2 -—3V50 + 7V288 = 74V2 
b 5V8-3V18=V2 e) V164—4822b=4aVa—3b  (a>0) 
O 2V150—4V54 +6V48 =24V3 -2V6 5 3V162 +8V2/4 = 104V2 
g WI23=2V2 bh (x+DV162 —-4xV2 /4 = 2/2 
bh vVi+lpa1 1 = xP rf y D) 2vV54—6V2/3— V96 =0 
) 308-2027 =V3 mo) AV E PTE EN 
J 6v83/3-—2vV24al? + aV54a= (71a—4b)V6a ab>0 
3 a) (3V8l6V5) =36V10 D V8-2V7V8+2V7=6 8 (2V3-V6)3V3+3V6) = 9V2 
D VRE V3ñ =124 e Bv B (8V2-2V3UV2 +3V3) = 6 +vV6 
O V2V32=4 n) E v2 
d V2(V2 + vV18) =8 o) 37 v2 
e) (5+vV2)(5— V2) = 23 17) A a 
5 (x+ VY(e+ Vy =X* - y 9 0 
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Resumiendo las reglas básicas para manejar los exponentes: 


Nombre de la Regia 


arramarn |[2-2%=2%=128 
Regla del producto pr b”=(a ñ DE 32 . 4?= (3-4) =144 
arlar=arr |[2/2=2%=4 


ar/br=(a/by” 44723 =(4/123=3 


(pa = pam (Q3y — 93-2 =64 
"Mb")=b"” 2125) =26% =8 
Ci O AE 
b"=1/b” 23=1/23=0.125 
O 
CTA CECI 
e 


Regla del menos uno 


Regla del cociente 


V NOTACIÓN CIENTÍFICA 


Se conoce también como Notación Exponencial y puede definirse como el Producto de un 
número que se encuentra en el intervalo comprendido del 1 al 10, multiplicándose por la 
potencia de 10. 


La notación científica (también llamada forma estándar) es una manera de 
escribir números en dos partes: 


La primera condición que debe cumplir un número escrito en notación científica es que sea una 
expresión del tipo: 


Cifras: 10" (Es decir que tenga unas cifras multiplicadas por una potencia de 10) 
Sólo las cifras (con el punto decimal después de la primera cifra), seguidas por 


x10 a la potencia que mueve el punto decimal donde deberías estar (o sea, que muestra cuántas 
posiciones se mueve el punto decimal). 
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Cifras Potencia de 10 


53 
5326.6 = 5.3266 x 10 


Un número En notación científica 


En este ejemplo, 5326.6 se escribe como 5.3266 x 103, 
porque 5326.6 = 5.3266 x 1000 = 5.3266 x 103 


Para expresar un número en notación científica identificamos el punto decimal (si la hay) y lo 
desplazamos hacia la izquierda si el número a convertir es mayor que 10, en cambio, si el número 
es menor que 1 (empieza con cero punto) lo desplazamos hacia la derecha tantos lugares como 
sea necesario para que (en ambos casos) el único dígito que quede a la izquierda del punto esté 
entre 1 y 9 y que todos los otros dígitos aparezcan a la derecha del punto decimal. 


Es más fácil entender con ejemplos: 
7132.5051 = 7.325051 + 102 (movimos el punto decimal 2 lugares hacia la izquierda) 
-0.005612 = -5.612 + 1073 (movimos el punto decimal 3 lugares hacia la derecha). 


Nótese que la cantidad de lugares que movimos el punto (ya sea a izquierda o derecha) nos 
indica el exponente que tendrá la base 10 (si el punto la movemos dos lugares el exponente es 
2, si lo hacemos por 3 lugares, el exponente es 3, positivos o negativos y así sucesivamente. 


Cómo se hace: 
Para saber la potencia de 10, se considera cuántas veces se debe mover el punto decimal a la 
izquierda o a la derecha. 


Si el número es 10 o más, hay que mover el punto decimal a la izquierda, y la potencia 
será positiva. 


Si el número es menor que 1, el punto decimal se mueve a la derecha, y la potencia de 
10 será negativa: 


Ejemplo: 0.0055 se escribe 5.5 x 103, porque 0.0055 = 5.5 x 0.001 = 5.5 x 103 
Comprobación: 
Después de poner el número en notación científica, sólo tienes que comprobar: 
La parte de las "cifras" está entre 1 y 10 (puede ser 1, pero no 10) 
La parte de la "potencia" dice cuántas veces has movido el punto decimal 
¿Por qué se usa? 


Porque hace más fácil trabajar con números muy grandes o muy pequeños, que son normales 
en trabajos científicos o de ingeniería. 


Por ejemplo es más fácil escribir (y leer) 1.3 x 10% que 0.0000000013. También se pueden 
hacer cálculos más fácilmente, como en este ejemplo: 
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5.2 OPERACIONES CON NÚMEROS EN NOTACIÓN CIENTÍFICA 
MULTIPLICAR 


Para multiplicar se multiplican las expresiones decimales de las notaciones científicas y se aplica 
producto de potencias para las potencias de base 10. 


Ejemplo: 

(5.24 + 106) + (6,3 + 108) =5,24 + 6,3 e 106+8 =33.012 + 1014 = 3,3012+ 1015 
Veamos el procedimiento en la solución de un problema: 

Un tren viaja a una velocidad de 26.83 m/s, ¿qué distancia recorrerá en 1 300 s? 

1. Convierte las cantidades a notación científica. 

26.83 m/s = 2.683 + 101 m/s 

1300s = 1.3 + 103 s 


2. La fórmula para calcular la distancia indica una multiplicación: distancia (d) = velocidad (V) x 
tiempo (t). 


d =Vt 

Reemplazamos los valores por los que tenemos en notación científica 

d = (2.683 + 101 m/s) + (1.3 + 103 s) 

3. Se realiza la multiplicación de los valores numéricos de la notación exponencial, 
(2.683 m/s)x 1.3s = 3.4879 m. 


4. Ahora multiplicamos las potencias de base 10. Cuando se realiza una multiplicación de 
potencias que tienen igual base (en este caso ambas son base 10) se suman los exponentes. 


(101) + (108) = 101+3 = 104 

5. Del procedimiento anterior se obtiene: 

3.4879 + 10* 

Por lo tanto, la distancia que recorrería el ferrocarril sería de 3.4879 + 10% m 
La cifra 3.4879 «+ 10 elevado a 4 es igual a 34 879 metros. 

DIVIDIR 


Se dividen las expresiones decimales de las notaciones científicas y se aplica división de 
potencias para las potencias de 10. Si es necesario, se ajusta luego el resultado como nueva 
notación científica. Hagamos una división: 


(5.24 + 6.3) « 10774 = 0,831746 + 103 = 8,31746 + 101 * 103 
= 8,31746 + 102 


SUMA Y RESTA 


Si tenemos una suma o resta (o ambas) con expresiones en notación científica, como en este 
ejemplo: 
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203 «JO=7,5* 10% + 6,3932 + 10% = 


Lo primero que debemos hacer es factorizar, usando como factor la más pequeña de las 
potencias de 10, en este caso el factor será 109 (la potencia más pequeña), y factorizamos: 


109 (5.83 - 7.5 «e 101 + 6.932 « 103) = 109 (5.83 - 75 + 6932) =6 862.83 + 109 
Arreglamos de nuevo el resultado para ponerlo en notación científica y nos queda: 
6.86283 + 1022, 

Si eventualmente queremos redondear el número con solo dos decimales, este quedará 
6,86 + 102, 


POTENCIACIÓN 
Si tenemos alguna notación científica elevada a un exponente, como por ejemplo 
(3 + 108)2 


¿Qué hacemos? Primero elevamos (potenciamos) el 3, que está al cuadrado (32) y en seguida 
multiplicamos los exponentes pues la potencia es (108)?, para quedar todo: 


9 = 106 


Ejemplo: se ha medido un espacio muy pequeño en un chip de computadora y tiene anchura 
0.00000256m, longitud 0.00000014m y altura 0.000275m. 


¿Cuál es su volumen? 

Primero las convertimos a notación científica: 
Anchura: 0.000 00256m = 2.56x10-6 
Longitud: 0.000 000 14m = 1.4x10-7 

Altura: 0.000 275m = 2.75x 104 


Nótese que en el caso de valores menores que 1, el exponente negativo es igual al número de 
ceros después del punto decimal más uno. 


Después multiplicamos las cifras juntas (dejamos los x10 para luego): 

2.56 x 1.4 x 2.75 = 9.856 

Ahora multiplicamos los x10s: 

10 x 107 x 104 = 1017 (esta parte es fácil: sólo he tenido que sumar -6, -4 y -7) 
El resultado es 9.856x 10-17 m3 


Ejemplo: La energía total recibida desde el sol cada minuto es de 1.02 x 1019 calorías. Puesto 
que el área de la tierra es de 5.1 x 1018 centímetros, la cantidad de energía recibida por 
centímetro cuadrado por minuto (la constante solar) es 


- 19 
1.02 10 


Simplificando la expresión 
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Al dividir 1.02 entre 5.1 obtenemos 0.2 = 2 x 101, Ahora 1019 + 1018 = 101918 = 101, Por lo 
tanto, la respuesta final es: 


2 x 101x101=2x 100=2 


Esto significa que la tierra recibe alrededor de 2 calorías de calor por centímetro cuadrado cada 
minuto. 


Ejemplos adicionales de notación científica: 


a) (0.004)(30 000)? = (4 x 103)(3 x 10%)? = (4 x 1073)(3? x 108) =4.3? x 1073+8 
=36x 10% o 3600000 


48000000 48 x 10% ' p 


0.078 _78x10>* 


AA IP -3+5 — 2 
000012 122x103 +ox10 6.5x 10% o 650 


cd) 


Nina oia e e E e A 


9 :/(0.004)*(0.0036) _ ¿[(4 x< 10-3)1(36 x 1071) _ a/256(36) 107.107 
(120.000) (12 x 101)? 144 108 
=V64 x 102 =4 x 108 
5.3 NOTACIÓN DE INGENIERÍA 


La notación de ingeniería es como la notación científica, excepto que sólo usa potencias de 10 
que sean múltiplos de 3 (como 103, 103, 1012 , etc.). 


Ejemplo: 19,300 se escribe 19.3 x 103 
Ejemplo: 0.00012 se escribe 120 x 108 
Fíjate en que las "cifras" ahora están entre 1 y 1,000 (puede ser 1, pero no 1,000). 


La ventaja es que puedes sustituir los x10 por números métricos. Así que puedes usar palabras 
estándar (como miles o millones), prefijos (como kilo, mega) o símbolos (k, M, etc.) 


Ejemplo: 19,300 metros se escriben 19.3 x 103 m, o 19.3 km 
Ejemplo: 0.00012 segundos se escriben 120 x 10%€s, o 120 microsegundos 


En un año reciente, el departamento del Tesoro de Estados Unidos informó de la impresión de 
las siguientes cantidades de dinero en las denominaciones especificadas: $3,500,000,000 en 
billetes de $1; $1,120,000,000 en billetes de $5; $640,000,000 en billetes de $10; 
$2,160,000,000 en billetes de $20; $250,000,000 en billetes de $50; $320,000,000 en 
billetes de $100. 


Tendremos que escribir estos números en notación científica y determinar cuánto dinero fue 
impreso (en miles de millones). 


$ 3,500,000,000 en billetes de $1 = 3.5 x 109 
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$1,120,000,000 en billetes de $5 = 1.12 x 10% 


$640,000,000 en billetes de $10 = 6.4 x 108 
$2,160,000,000 en billetes de $20 = 2.16 x 109 
$250,000,000 en billetes de $50 = 25x 108 


$320,000,000 en billetes de $100  = 3.2 x 108 


Puesto que tenemos que escribir todas las cantidades en miles de millones (un millar de millón 
es 10%) debemos anotar todos los números empleando 9 como exponente. 


En primer lugar, consideremos 6.4 x 108, Para anotar este número con un exponente de 9, 
escribimos: 6.4 x 108 = (0.64 x 10) x 108 = 0.64 x 109 


De manera similar: 

2.5 x 108 = (0,25 x 10) x 108 = 0,25 x 10% y 

3.2 x 108 = (0,32 x 10) x 108 = 0,32 x 109 

Al escribir los otros números, obtenemos: 
0.64 x 109 
0.25 * 109 
0.32 * 10% 
3.0 109 
1.12 x 109 
2.16 x 109 
7.99 x 109 


Entonces se imprimieron 7.99 mil millones de dólares. 


Puedes utilizar una calculadora científica para hacer operaciones que impliquen notación 
científica o una calculadora en línea dando clic en el enlace siguiente: 


http://www.educaplus.org/game/notacion-cientifica 


Ejercicio 13 
Resuelva los Problemas tipo sobre aplicaciones en notación científica: 


1) La luz que viaja aproximadamente a 3.0 x 10% km por segundo, tarda cerca de 5.0 x 102 
segundos en llegar a la Tierra. ¿Cuál es la distancia aproximada, en notación científica, del Sol a 
la Tierra? R: 1.5 x 108 km = 150 000 000 km. 


2) Una nave espacial tarda aproximadamente 5 días en llegar a la Luna. A este ritmo ¿cuánto 
le tomará viajar de la Tierra a Marte? R: 7.9217 x 102 días = 729.17 días 


Distancia desde la tierra: 


Luna 240 000 mi 
Sol 93 000 000 mi 
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Marte 35 000 000 mi 
Plutón 2 670 000 000 mi 


3) La distancia aproximada de Neptuno al Sol es de 2 790 000 000 mi. ¿Cuánto tarda en llegar 
la luz desde el Sol a Neptuno? R: 1.5 x 1014 


4) La luz viaja a una velocidad aproximada de 300 000 kilómetros por segundo. La distancia 
media de la Tierra al Sol es 150 000 000 kilómetros. Usa la notación científica para calcular 
cuánto tarda la luz del sol en llegar a la Tierra. 


5) Basándote en la información anterior, emplea la notación científica para demostrar que un 
año luz, la distancia que recorre la luz en un año, es, aproximadamente, 9.44 x 1012 = 9 440 
000 000 000 kilómetros. 


6) Chasqueamos los dedos y los volvemos a chasquear 1 minuto después. A continuación 
esperamos 2 minutos y chasqueamos los dedos, después 4 minutos, 8 minutos, 16 minutos, 
etc. Esto es, se duplica el intervalo entre los chasquidos sucesivos. Si siguiéramos haciendo esto 
durante 1 año ¿cuántas veces chasquearíamos los dedos? 


7) El estadounidense promedio consume 80 libras de vegetales al año. Puesto que hay unos 
250 millones de estadounidenses, las libras consumidas cada año son: (8 x 101) x (2.5 x 108), 
Escribe esta cifra en notación científica y en su forma estándar. R: 2 x 101% 20 000 000 000 


8) En Estados Unidos se producen 148.5 millones de toneladas de basura cada año. Puesto 
que una tonelada es igual a 2000 libras, hay unos 360 días en un año y 250 millones de 
estadounidenses, las libras de basura producidas cada día del año por cada día del año por cada 


Ñ a Ñ 
(185 x10 )xb 02) 


e 


[2 5x10 


hombre, mujer y niño de dicho país son ¿ escribe este número en notación 


estándar. R: 3.3 
9) La fisión nuclear se utiliza como fuente de energía. ¿Sabes cuánta energía proporciona un 
0 
477x107 


gramo de uranio 235? La respuestaes 235  kilocalorías. Escríbela en notación científica. R: 
2x 107 


10) La velocidad del sonido en el aire es de 3.31x10* centímetros por segundo. Calcula esa 
velocidad en centímetros por hora. 


11) Si la masa de un protón es de 0.000000000000000000000167248 gramos, calcula la 
masa de un millón de protones. 


12) La velocidad de la luz en el vacío es, aproximadamente 30 000 000 000 de centímetros por 
segundo. Calcula esa velocidad en millas por hora. Considera 160 000 cm = 1 milla. 


13) La luna está a unas 235 000 millas de la Tierra. Expresa esa distancia en pulgadas. 


14) La luna está a unas 378 196 kilómetros de la Tierra. Expresa esa distancia en pulgadas. 
Considera 1 km = 39 400 pulgadas. 


15) El sol queda a unos 149 700 000 kilómetros de la Tierra. Expresa esa distancia en millas. 
Considera 1 km = 0.6214 milla. 


16) La luz viaja a unas 186 000 millas por segundo. Un pársec equivale a 3.26 años luz. La 
estrella Alpha Centauri está a 1.3 parsecs de la Tierra. Expresa esa distancia en millas. 
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17) El planeta Plutón queda, aproximadamente a 3 574 000 000 de millas de la Tierra. Si una 
nave espacial pudiera viajar a 18,000 millas por hora, ¿cuánto tardaría en llegar a Plutón? 


18) Una unidad astronómica (UA) se define como la distancia promedio de la Tierra al Sol 
(aproximadamente 9.3 x 107 millas). El cometa Halley recorre de 0.6 a 18 UA desde el Sol. 
Expresa esa distancia en millas. 


19) La masa de un cometa es de 1016 gramos. Cuando el cometa se acerca al Sol, su material 
se evapora con una rapidez de 107 gramos por segundo. Calcula la vida del cometa si aparece 
cada 50 años y permanece 10 días cerca del Sol. 


VI JERARQUÍA DE LAS OPERACIONES 


Uno de los temas más importantes en matemáticas y computación es el de jerarquía o secuencia 
de las operaciones, toda vez, que es fundamental realizar correctamente las operaciones 
matemáticas, para obtener resultados correctos. Por lo cual, debemos seguir estrictamente un 
orden de ejecución o realización, el cual siempre debe respetarse. 


Sin embargo, a pesar de la importancia de este tema, muchos libros y maestros jamás lo 
enseñan, razón por la cual, el estudiante no respeta la jerarquía de las operaciones y no pueda 
calcular correctamente, expresiones tan sencillas como: 9 - 5x3 y 7+3x4. Ya que dan como 
resultados 12 y 40 respectivamente, en lugar de los resultados correctos que son -6 y 19. 


Las calculadoras científicas y las computadoras proporcionan resultados correctos, ya que están 
programadas para que respeten la jerarquía de las operaciones matemáticas, a la cual se le 
conoce como AOS (Algebraic Operating System), que significa Sistema Algebraico de Operación. 
Las calculadoras sencillas que no tienen funciones matemáticas no respetan dicha jerarquía y 
por lo tanto dan resultados incorrectos. Por lo que sí deseas usar o comprar una calculadora, 
esta debe ser del tipo científica, para que te sea de gran apoyo. Recomiendo ampliamente la 
calculadora Casio6) Natural Display modelo 991 o la más económica la fx-82 ES Plus: 


CASIO 


Í9IHES 
NATURAL DISPLAY 


Math A 


[efsintcodr 
12, 07834632 


y 
fs) 
E ) 8 ú o sE ue 
TA 
( ' 


El uso de la calculadora sólo es recomendable para comprobar tus resultados, pero no debe 
sustituir las operaciones mentales necesarias para lograr un dominio de las matemáticas. Es 
decir, sólo la utilizarás como una herramienta más, tal como lo es la regla, el compás, un libro, 
etc. Si no comprendes como se realizan las operaciones aritméticas, no sabrás si los resultados 
que te da la calculadora son correctos o no. El hecho de usar calculadora nos exige un nivel aún 
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mayor de matemáticas, incluso la habilidad de tantear o anticipar un resultado 
aproximadamente. 


El orden correcto en el cual deben realizarse las operaciones es: 


3 Se ejecuta lo que está dentro de paréntesis o signos de agrupación. Los signos de 
agrupación, además de los paréntesis son: las llaves, los corchetes, los vínculos o rayas, etc. 


2 Se ejecutan las potencias y raíces. 
a Se realizan las multiplicaciones y divisiones. 
42 Se realizan las sumas y restas. 


Esto significa que de todas las operaciones primero se realiza lo que esté dentro de signos de 
agrupación, luego las potencias y raíces, después las multiplicaciones y divisiones y por último 
las sumas y restas. Por eso en las operaciones 9 - 5x3 y 7+3x4, no se puede restar ni 
sumar, ya que antes existen multiplicación y división respectivamente. 


Resumiendo: 


Signos de Agrupación 0 a IÓ ES 


Exponentes y Raíces 


a” y "a 
Multiplicaciones y axb y azb 
Divisiones 
Adiciones y Restas a+b y a-b 


¿Cómo me puedo 
acordar? 


Please, Excuse My Dear Aunt Sally! 


La jerarquía de las operaciones se recuerda más fácilmente mediante el acrónimo de PEMDAS: 


E TE 
2 [rr ]S 
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Que significa.... 


Paréntesis primero 


Exponentes (potencias y raíces cuadradas, etc.) 
Multiplicación y División (de izquierda a 
derecha) 

Adición y Sustracción (de izquierda a derecha) 


Nota que en el 2%, 3* y 4” orden, se tienen dos operaciones de la misma jerarquía. Cuando sea 
este el caso, primero se ejecuta la operación que está más a la izquierda. 


Es decir, si se tiene: 27 / 3x7, primero se divide y luego se multiplica, esto da: 9x7 = 63. 
También, si se tiene 48 x 6 / 4, como tienen la misma jerarquía, primero se multiplica y luego se 
divide, esto es, 288 / 4 = 72. 


También, cuando se tengan signos de agrupación dentro de otros signos de agrupación, a esto 
se le llama anidación, primero se realizarán las operaciones que estén en el signo de agrupación 
más interior. 


Utilizando la jerarquía de las operaciones y los signos de operación utilizados en computación, 
es posible transformar cualquier expresión matemática a expresión algorítmica para que la 
computadora o calculadora científica la entiendan y le den solución. En forma general, en la 
figura siguiente se muestran los operadores equivalentes usados en computación: 


/ (barra diagonal o slash) 


% (signo de porcentaje) Porcentaje 20% 
gn p y J 


A (acento circunflejo) 


MOQHilo 15 Mod 2 
(residuo) 
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Los operadores de relación, también llamados operadores lógicos que se utilizan en 
computación se muestran a continuación: 


Operador Se utiliza para: 


> 


Ejemplos de conversiones de expresiones matemáticas a expresiones computacionales o 
algorítmicas son las siguientes: 


Convierte en expresiones algorítmicas las siguientes expresiones 
algebraicas 


a) | a? + b2 a*ta+b*b Ó 
A A 


== (x+y) / (u + w /b) 
DaÑa 
x+=+> 
u b 
de = O X/y * (Z+w) 


AÑ 
E 
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e Ecuación cuadrática: 
_—b 11b? 4ac 
-. 2a 
o X=(-1)*b+sqrt(b* 2-4*a*c)/2*a 


G ¿Cuáles son las operaciones que puede que 
no se realicen en el orden que deseamos? 


o X= (-1)*b+ sqrt((b * 2 — (4* a* c)) /(2* a) 


Ejemplos de la aplicación de la jerarquía de las operaciones en forma manual son: 


30205? = 3+225= 3+150= 531 (7.53 2 [21%.3 -(413= 


25 50 5 


Primero las dit sumas E | Finalments, 
paenaas qe dde be multiplicaciones 
Después las paréntesis 
multiplicaciones y Después las potencias 

divisiones 


6.2 SIGNOS DE AGRUPACIÓN 


Son los signos que nos indican que una operación está agrupada, es decir, se tienen que tomar 
como si fuera una sola operación y debe realizarse primero. Los signos de agrupación más 
utilizados son los paréntesis ( ), aunque también se utilizan las llaves [ ), los corchetes [ ], la 
barra o vinculo y el símbolo radical Y también se utiliza como signo de agrupación. 


Los signos de agrupación, como su nombre lo indica, permiten aglomerar varias operaciones y 
cantidades, permitiendo escribir en forma entendible y clara expresiones aritméticas y 
algebraicas largas y complejas. Debido a que se utilizan frecuentemente en matemáticas y 
computación, es muy importante su aprendizaje. 


Los signos de agrupación más utilizados son los paréntesis y le siguen los corchetes y las llaves. 
No se recomienda el uso de rayas o vínculos como signos de agrupación. El radical W también se 
considera como un signo de agrupación, cuando en su interior tiene dos o más términos o 
cantidades. Por esta razón, deben realizarse todas las operaciones que están dentro del radical 
antes de obtener la raíz, ya que sólo puede extraerse la raíz a una sola cantidad. 


La barra de fracción o división, también es un signo de agrupación, por ello, todas las 
operaciones que están arriba y debajo de la barra, se deben efectuar primero antes de dividir, 
ya que sólo se puede dividir cuando existe una sola cantidad tanto en el numerador como en el 
denominador. Otro signo de agrupación también es el del valor absoluto, cuando en su interior 
tiene dos o más términos o cantidades. 


E 2 
2 [m5 | S 
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Ejemplos de operaciones agrupadas: 


1) 5-(4+3) Primero realizamos lo que está dentro del 

signo de agrupación, en este la suma que está entre parentésis. 

5*(1)=35 

2) 9- Ís -8+12 - 7) Primero realizamos la operación que 

está entre llaves 

9-(5+12- 8-7) =9-(17 -15) =9. (2) =18 

3) 3x(5+16) 
(6 +3) 

están entre paréntesis 

3x(21) 63 3 


(9) 9 


Primero realizamos las operaciones que 


3 +4? -2(3(4)0.5) +12 
Primero reducimos lo que está dentro del radical 


a una sola cantidad, para poder extraer raíz : 


/9+16-12 +12 =4/25 =5 

5) 3+4x5+7 

8x5:+4+5 

Primero reducimos a una sola cantidad, 
tanto el numerador como el denominador : 
3+204+7 30 > 


10 +5 15 


Dentro de los signos de agrupación, al realizarse las operaciones en su interior, también debe 
respetarse la jerarquía de las operaciones. 


Algunas normas útiles al suprimir signos de agrupación son: 


1) Si un signo + precede al símbolo de agrupamiento, dicho símbolo se puede suprimir sin 
modificar los términos que contiene. 


Esto es: + (5x2y3 - 12x5y2 + 10 - 12) queda como 5x2y3 - 12x3y2+ 10 - 12 


2) Si un signo - precede al símbolo de agrupamiento, dicho símbolo se puede suprimir 
cambiándole el signo a cada uno de los términos que contiene. 


Esto es: - (5x2y3 - 12x35y2 + 10 - 12) queda Como -5x2y3 + 12x9y2 - 10 + 12 


Por ejemplo, sea la siguiente operación: 


(a -b+c) + (2a + 3b - c)-(-4a + 5b-7Cc) 
Aplicando las reglas anteriores, queda: a-b+c+2a+3b-c+4a -5b+ 7c 
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O sea: a+ 2a+ 4a-b+3b-5b+c-c+7c= 7a-3b + 7c 


Otro ejemplo: sea la operación siguiente: 
(2x7 -2(3+4(4/2x5[3 -12 + 10] + 8) -9) x 3) 


Si no conociéramos la jerarquía de las operaciones, esto nos parecería difícil. Sin embargo, 
aplicándola como se estableció anteriormente, no tiene ninguna dificultad, al igual como 
cualquier otro problema. 


El signo de agrupación más interior es el corchete [3 - 12 + 10], al hacer la operación que 
contiene resulta 13 - 12 = 1. 


La expresión se reduce a: (2x7-2(3+4(4/2x5 [1] + 8) -9) x 3) 
Ahora la operación más interior es 5 [1] = 5. 
La expresión se reduce a: (2x7 -2(3+4(4/2x5+8)-9)x 3) 


Ahora la operación más interior es (4 / 2 x 5 + 8). Ejecutándola aplicando la jerarquía, queda: 2 
x5+8,0sea: 10+8 = 18. 


La expresión se reduce a: (2x7 - 2 (3 + 4 (18) -9) x 3) 

Ahora la operación más interior es 4 (18) = 72. 

La expresión se reduce a: (2x7 - 2(3+72-9)x 3) 

Realizando la operación en el paréntesis más interior, queda: (3 + 72 - 9)= 75- 9=566 
La expresión se reduce a: (2x7 - 2 (66) x 3) 

Ahora la operación más interior es -2 (66) = -132. 

La expresión se reduce a: (2x7 - 132x3) 


Finalmente, haciendo las operaciones al interior de este último paréntesis y respetando como 
siempre la jerarquía, se obtiene: 14 - 132 x 3, no podemos restar puesto que primero se realiza 
la multiplicación, esto es. 14 - 396 = - 382. 


Si realizas las operaciones respetando siempre la jerarquía, obtendrás el resultado correcto. Al 
principio debes ir con mucho cuidado y atención, por lo tanto, no serás muy veloz, ya que la 
velocidad te la dará la práctica. Conociendo aritmética y álgebra y respetando la jerarquía de las 
operaciones, no habrá fórmula que no puedas despejar o sustituir datos para hallar su valor. 


Un ejemplo más: sea la operación siguiente: 
(3x4 -6(8-2[(9/3x9[8 -7 + 11] x 2)+ 12) / 3) 


El signo de agrupación más interior es el corchete [8 - 7 + 11], al hacer la operación que contiene 
resulta 19- 7 = 12. 


La expresión se reduce a: (3x4-6(8-2([(9/3x9[12] x 2)+ 12) / 3) 
Ahora la operación más interior es 9 [12] = 108. 
La expresión se reduce a: (3x4-6(8-2([(9/3x 108 x 2)+ 12) / 3) 


Ahora la operación más interior es [9 / 3x 108 x 2)+. Ejecutándola aplicando la jerarquía, queda: 
3x 108 x 2, osea: 324x2 = 648. 


La expresión se reduce a: (3x4 - 6 (8 - 2 (648)+ 12) / 3) 


O E 
2 [rr | S 
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Ahora la operación más interior es -2 (648) = -1296. 
La expresión se reduce a: (3x4 - 6 (8 - 1296+ 12) / 3) 


Realizando la operación en el paréntesis más interior, queda: (8 - 1296 + 12) = 20 - 1296 =- 
1276 


La expresión se reduce a: (3x4 - 6 (-1276)/ 3) 
Ahora la operación más interior es -6 (-1276) = + 7656. 
La expresión se reduce a: (3x4+ 7656 / 3) 


Finalmente, haciendo las operaciones al interior de este último paréntesis y respetando como 
siempre la jerarquía, se obtiene: 12 + 2552, o sea, igual a 2564. 


Ejemplos: Utilizando la jerarquía de las operaciones, hallar el valor de las expresiones siguientes: 


3x4+8+2x5 _ 124 4x5 _12+20 _32_,10_,5 
2x/4+6x3 2(2)+ 6x3 4 +18 E Y 
(6+4(3x5)+4x3)+2x5 (6+4(15) +12)+2x5 
2-44 (16 <2 46) 4 — X-43Mai 6) A 
 (6+60+12)+2x5  (78)+2x5  39x5 195 65 1 
“A ela yd. 2-hAc id 32d A E 6.8 


3) , (20 2 +30? — 2(20X30 ID Sa 400 + 900 — 2(20 (30 ID 


= [100 + 900 — 1200 e) = -/1300 - 300 = -/1000 = 31.6228 


1) 


2) 


2*-5x3  16-5x3 _ 16-15 1 


AAA EAT, E 
37 75-5x9 75 — 45 30 


2 Ejercicio 14 


Hallar el valor de las expresiones siguientes: 


8x6+18=2x09 


1 o 
) 8x 416 + 2* 
2) TAREA TESTS 2 IA 


186402 +>2x11 +10 )-31 
_ (12+28+46)+2x-9 
9 M2 454 18- —— 


3) ,/40? 0? = 2(25)135)1(0.8)- 200 = 
4 2 

4) $3 aa E 

3x125 - 3% x5* 


Y UEPICTE EE PES 
(121 - 22 411)+2x8/(33 - 44) 
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6.3 VALOR NUMÉRICO 


Es cuando en una expresión algebraica, se sustituyen los valores dados para cada una de sus 
literales, después se realizan las operaciones de acuerdo a la jerarquía y se obtiene un resultado 
numérico para alguna de la literal dejada como incógnita. 


Resumiendo, para evaluar una expresión algebraica, sustituimos cada literal por su número y 
después realizamos las operaciones indicadas hasta obtener el resultado, respetando en todo 
esto la jerarquía de las operaciones. 


Ejemplos: 

1) Hallar el valor numérico para y = ax3 + bx2 + cx + d, sía=2,b=-3,c= 6, 
d=Y% y x=-2. 

Sustituyendo valores y realizando las operaciones: 

y= 22 +2 +66 A 

Primero realizando la potenciación, queda: 

y=28)+ 63114) +62) +% 

Ahora realizando la multiplicación, queda: 

y = -16 -12 -12 + Y =-40 + Yo = -39 Ya 


2) Hallar el valor numérico para y = ax? - bx“ + cx2 + dx+e, sía=8,b=-4,c= 6,d=%,e=2 
y x=-Y, 


Sustituyendo valores y realizando las operaciones: 
y = SE)? PUDE JETS EA ee 
Primero realizando la potenciación, queda: 
y = 8(- 1/32) + (4)(1/16) + 6(Y4 ) - 1/8+ 2 
Ahora realizando la multiplicación, queda: 
=-8/32 + 4/16 + 6/4 - 1/8+ 2=- Ya + Ya + 6/4 - 1/8+ 2 
y= 3/2 - 1/8 + 2 = 12/8 - 1/8 + 16/8 = 28/8 - 1/8 = 27/8 
3) Hallar el valor numérico para y = ax3 + bx2 + cx+d, sía=-2,b=5,c= 4, 
d=2yx=-%. 
Sustituyendo valores y realizando las operaciones: 
y= 2-49 (5-2 (ARA Z 
Primero realizando la potenciación, queda: 
y = -2(-1/8) + (5 Ya ) + 4/2+ 2 
Ahora realizando la multiplicación, queda: 
y=2/8+5/4+2+2=1/4+5/4+4=6/4+4=3/2+4=5% 


O E 
2 [ma |S 
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2 Ejercicio 15 


Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes: 

6-| -3|-4| 6-2| 
5-6x2=| -4 | 

15. [VD -9|+4-3*| 


245-484 43-14 


1 6+4(5) 14, 
2. 20-6+3-4 


3. 25) 5 


MEA AS 
m7 Pa 7 |-8|-12226)  3*-4x3476) 
5. -2+5[3-(2-4)] Pe adi al 
6. 3|(4+6) -3/8 ] aa 
> Af[(G2 -15)-3]-2 )+2 18. (3) -2? -(2Y +(4-4Y 
: 19. (0.2) -(1.6) -(3.2) 
s. 4[3(2-6)+(10 +5) | ¡a 
15+3+2x2 “La (2) - E 
* E AA 
a/25 =5+8=22 21. ( E, (36- 4) 
10 4-Q+3)-6 22. 6=2+12-3? 
A 23. 24x2+1 26 
8-12+2x3-4 de 
O 1 > 
$" -3x2-3x3 24. 2] 50-0+3%3 | 
 3-14-G-3)] 2 3 
Ns 2 de 
5 - (2) +62 25. 3 +H2-3P +4 


13. -2|-3|-./36 +| 2 |+3* 
VII EXPRESIONES ALGEBRAICAS 


Si una o más cantidades, formadas por números y letras, son combinadas mediante los signos 
de operación, de agrupación y de relación, al resultado se le conoce como expresión algebraica 
o simplemente como expresión. Por ejemplo: 


2 E 
a,2a,13x.(a +b), = 2 ¿et y y), 39 


La expresión algebraica debe tener al menos una letra o variable y siempre nos representan una 
cantidad. 
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Expresiones Algebraicas 


: Una expresión algebraica es una expresión en 
la que se relacionan valores indeterminados con 
constantes y cifras, todas ellas ligadas por un 
número finito de operaciones de suma, resta, 
producto, cociente, potencia y raíz. 


a 
2 
- Ejemplos a)x"+2xy . 
b) /2x + y?x* > 
y=2 J 
y : 
x +1 An 070n 
Ejemplos de expresiones algebraicas: 
1) 7x*y 
3 / 
E ln? 4 
) 3? 


3) y 
E 


4) — xyz+x" yz — 4xyx? 
5) 2x%y-3x* +4y* 
A 
2x + 3y 
6x +3 y 
Sxy 


En primer lugar, por favor no se espanten por ver esas expresiones raras, con muchas 
combinaciones de números, letras y signos de operación. Lo único que les debe quedar claro es 
que a estas combinaciones se les denomina expresiones algebraicas y que los términos 
contienen sólo multiplicaciones y divisiones y que están separados por los signos + 0 -. 


VI OPERACIONES CON POLINOMIOS 


POLINOMIO: Es la expresión algebraica que se compone de dos o más términos. En el que cada 
término es entero y racional con respecto a las literales. 


7) 


Ejemplos de polinomios: 

1) 5x2 -2xy1 + 4y2 

2) 7x3 + 26 x3y322 + 2w%x3 - 3y2z3 
3) -12xy1* + 13w2 + 5v4%y3 - 3x2t3 


No son polinomios los siguientes: 
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O a PS 
2x? —-—; este último término no es entero en x 
E 


2. (y +3x”; el primer término no esracional 


8.2 SUMA DE POLINOMIOS 
REGLA PARA REALIZAR UNA SUMA DE POLINOMIOS: 


Identifique los términos semejantes. Sume algebraicamente los coeficientes de los términos 
semejantes, dejando el resultado con la misma parte literal. Generalmente, los sumandos se 
escriben unos debajo de otros en forma de renglones, dejando los términos semejantes 
alineados por columna y después procedemos a realizar la suma algebraica de los coeficientes 
de los términos semejantes. Los términos que no sean semejantes solo se bajan y colocan en el 
resultado. 


"Términos Semejantes" 
(a) 4x9; —2x?; 3x? 


1 
(b) — 3x?yz?; 4x?yz?; ¿AY 


(c) ab; —3a*b; 2a*b 
(d) — 3qp? ;-—2qp?; 43qp* 
Suma de polinomios 


- También podemos colocarlos en forma de 
columna 


(4a?+ Ta -12) + (-9a? - 6 + 2a) 


Se coloca el término semejante debajo del semejante. 


Regla de suma: 
4a? +7a -12 Signos iguales se 
2 suman y el total 
(+) -9at+2a -6 mantiene el signo. 


Signos diferentes se 
restan y la diferencia 

- 5a? + 9a -18 lleva el signo del 
mayor en valor 
absoluto. 
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SUMA DE POLINOMIOS 
Sume 512 — Tay? + 3x — 1 y 6 —2x + 41 + 31%y? 


Forma horizontal 


saya dy YABB AMG 


1] Forma vertical 
A MEL dE Ed MEN: 
ax y + uxy-2x +6 


Ejemplos: 

1) Sume solamente los coeficientes, sin cambiar la parte literal. Ejemplo: 

3x2z + 7x2z = 10x2z 

2) En caso de que los términos no sean semejantes deje indicada la operación. 

10x2z + 10xz2 = 10x2z + 10xz2 

3) Sumar 10x* + 5x3 + 3x2 - 7x + 12 con 2x3 - 6x2 + 11x- 10 ycon - 4x3 + 5x2 + 4x - 3 


Colocando un sumando debajo de otro en forma de renglón y colocando por columna los 
términos semejantes, después sumando algebraicamente los coeficientes, se obtiene: 


10x* + 5x3 +34 = Tx + 12 
+ 2x9 - 6x2 + 11x - 10 
- 4x3 + axe + 4x -3 

10x* +3 + 2 + 8x - 1 


Note que la parte literal no sufre ningún cambio y solo cambia el coeficiente, que resulta de 
sumar algebraicamente los coeficientes. 


4) Sumar 16x? - 8x4 + 7x3 + 2x2 - 5x+ 13 con - 9x9 — 6x4 + 5x2 - 10 


Con 2x*+ 3x2 - x-9 y con - 6x3 + 3x4 + 2x3 + 4x2 - 2x - 17 


Colocando un sumando debajo de otro en forma de renglón y colocando por columna los 
términos semejantes, después sumando algebraicamente los coeficientes, se obtiene: 
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16x? - 8x! + 7x3 + 2x0 - 5x +13 
- 9x5 - 6x4 + - 10 
+2 + e = Xx -9 
- 6x5 +30 + 2x3 + 4x2 - 2x - 17 
y - 9x1 + 9x3 + 14x2 - 8x - 23 
5) Sumar - 4x4 + 3x3 - 6x + 11 con 14x3 - 5x4+ 4x3 + 7x2 
Con - 3x3 + 2x* - 5x2 - 3x - 21 y con - 6x9 + 5x4 + 2x3 + 2x- 8 


Colocando un sumando debajo de otro en forma de renglón y colocando por columna los 
términos semejantes, después sumando algebraicamente los coeficientes, se obtiene: 


- 4x! +36 - 6x +11 
14x0 - bx! + 4x3 E 
- 3x5 HZ - 5x2 - 3x -21 
- 6x5 + DNA + 2x3 + 2X -8 
5 -2x + 4x3 de 2x4 - TX - 18 


De la misma forma se procede si los coeficientes son fraccionarios o quebrados. 
Ejemplos: 

6) Sumar Ya x4 + Ya x3+ 1/3 x2-x+9 con 1/3 x3 - Ya x2+ Y2x - 7 
ycon -1/5x3+ x2+ YV4x- 1 


Colocando un sumando debajo de otro en forma de renglón y colocando por columna los 
términos semejantes, después sumando algebraicamente los coeficientes, aplicando la suma y 
resta de quebrados o fracciones, se obtiene: 


Ya xó + Ya x? + 1/3 x2 = XxX +9 
+ 1/3 30 - Ya x? + Y x - 1 
- 1/5 x3 + x2 +34 Xx -1 
1210 + 19/30 x3 + 13/12 x?2 - Ya Xx +1 


Los coeficientes se obtienen realizando la suma y resta de quebrados: 


Para el coeficiente de x*, se tiene: 


1 1 1 15+10-6 19 
—+ = — 


Para el coeficiente de x?, se tiene: 


1. 4342 15 
A A 
3 4 12 12 


Para el coeficiente de x, se tiene: 


A O | 
As CI 


2 4 8 8 4 
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7) Sumar Ya x5 — Ya x4 + Ya x3 + 2x2 - 2/3 x + Ya con - 2x5 - 3x4 + x2 - Ya 
Con 1/5 x*+ 3/8 x2 - x-2ycon -2/5 x3 + 9% x4+ 2/7 x3 + Y x2 - 2x + Yo 


Colocando un sumando debajo de otro en forma de renglón y colocando por columna los 
términos semejantes, después sumando algebraicamente los coeficientes, se obtiene: 


Ya x3 - Ya x + Ya x3 + 2x2 -2/3x + Y 
- 2x5 - 3x4 + e - Ya 
+1 + 3/8 x?2 = X -2 
-2/5 x5 +9 x! + 2/7 + Y x2 = 2x + Y 
- 19/10 x? - 23/10 x* +18/28% +*39/8%  -11/3xX -5/4 


Los coeficientes se obtienen realizando la suma y resta de quebrados: 


Para el coeficiente de x?, se tiene: 


2 7 10 10 


Para el coeficiente de x*, se tiene : 
2 7+8 15 


1 
4 7 28 28 
Para el coeficiente de x?, se tiene : 

8 4 8 8 8 8 8 
Para el coeficiente de x, se tiene : 


2 129=-2-3-:29?__21 

3 3 3 3 

Para los números : 

1 1 4-2-16+4 10 5 
2 4 2 8 ES 4 


2 Ejercicio 16 
Realice las siguientes sumas de polinomios: 
L, 2 +22+ 3y - 7y + 3z 2 
2. 4a?2 + 4ab - 5b2 - 3a2 + 3ab- 4b2 
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3. E PS +24 
A 3 


4. 7x2 yz3+ 15x2yz3 + 7x2y22 - 9x2 yz3 - 9x2yz3 + 3x2y22 
5. 3wx2 + Dxy + 4x2w - 8wx2 + 4xy - 7x2w 


6. 7a?c+ Tca + 2ca? + 8ca - 3a?c - 3ca - 4ca? +2ca 
3 3 
7. 2 HRzx? + 5zxéh? + h*x%z 
8 A 
9 
8. 3 + Th 


9. 3x2xz2z + 3xx?2y + 4x222xz - 8x2xz2z -4 xx2y - 6x222xz 


pl 
10. 34dx +9x2 +3 4x2 


11) 
a. (8M -2x+ 1) + (34 + 5x- 8) = 
b. (2-34 +5x-1) + (+ 1-3 = 
C. (7-5: +4 -7)+ (0-3 -5+xM= 
d. (-5z+ 2y + (2z- 5y-7x-1) = 
e Y 3x4 -Y + YN + (Ay + 5) + (3x0 - Y -5X) = 
f. (22-5y-7x-1) + (-3z- 4y-9x = 
9- (7H + 6 + 6x + 5) + (2 +24 31) = 
h. (24 +2 +3) + (0 + 3x) = 
lea + 30) + (28 4 24 3x0) = 


j. (5 + 7 + 3x - 15)+ (5x0 + 9% - 6x - 7)= 
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IX RESTA DE POLINOMIOS 


El procedimiento para restar polinomios es el mismo que para sumarlos, solo que debemos 
cambiarle signo a cada uno de los términos del sustraendo y después procedemos igual que 
para la suma de polinomios. Otra diferencia es que la resta sólo se realiza entre dos polinomios, 
uno de los cuales será el minuendo y el otro será el sustraendo. 


Ejemplos: 


El sustraendo es lo que restamos, es decir, es el polinomio que aparece después de la palabra 
restar. El minuendo es el polinomio al cual se le resta y aparece después de la palabra de. 


1) De 4x2 + 7y2z + 37 => 4x2 + 7y2z + 3z 
Restar  -5x2+ 9y2z + 2z +5x2 - 9y2z - 2z 


+ 9x2 - 2y2Z + z 


Obsérvese como la segunda expresión cambió de signo, esto se debe a que la palabra restar 
implica un signo menos (-), el cual afecta a toda la expresión, lo que produce el cambio de signos 
de todos los términos que restamos. 


21 De 7x3 - 4x4 + 3x3 - 6x+ 11 restar 14x5 - 5x4 + 4x3 + 7x2-5 


Colocando el sustraendo con los signos de sus términos cambiados debajo del minuendo y 
alineando por columna los términos semejantes, después sumando algebraicamente los 
coeficientes, se obtiene: 


7x3 - 4x4 + 3x3 - Gx +11 
-14x5 + bx! - 4x3 - 7x2 +5 
7x8 + x4 -x3 - 7x2 - 6x + 16 


3) De - 3x9 + 2x* - 5x2 - 3x-21 restar - 6x9 + 5x4+ 2x3 + 2x-8 


Colocando el sustraendo con los signos de sus términos cambiados debajo del minuendo y 
alineando por columna los términos semejantes, después sumando algebraicamente los 
coeficientes, se obtiene: 


- 3x5 +2x4 - 5x2 - 3x - 21 
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+ 6x5 -BxA - 2x3 - 2X +8 


- 3x5 - 3x4 - 2x3 - 5x2 - Bx - 13 


De la misma forma se procede si los coeficientes son fraccionarios o quebrados. 
Ejemplos: 
4) Restar Ya x4 + Y x3 + 1/3x2-x+9 de 1/3x3 - Ya x2+ Y x - 7 


El sustraendo aparece primero y el minuendo después. Colocando el sustraendo con los signos 
de sus términos cambiados debajo del minuendo y alineando por columna los términos 
semejantes, después sumando algebraicamente los coeficientes, aplicando la suma y resta de 
quebrados o fracciones, se obtiene: 


+ 1/33 - Ya x? + Y x - 71 
- Yo xó - Ya x3 - 1/3 x2 E -X -9 
- Ya xt - 1/6 x3 - 7/12 x2 +3/2X - 16 


Los coeficientes se obtienen realizando la suma y resta de quebrados: 


é 3 A 
Para el coeficiente de x” , se tiene: 


Para el coeficiente de x”, se tiene: 
1. <=. 3 


43 12 12 

Para/os números: 

1-2 3 

<= +— == 

Le 
5) Restar Yox3 - Yax% + Ya x3 + 2x2 - 2/3x + Y de -2/5x3 + Y x4 + 2/7 x3 + 9 x2 - 2x + Yo 
El sustraendo aparece primero y el minuendo después. Colocando el sustraendo con los signos 
de sus términos cambiados debajo del minuendo y alineando por columna los términos 


semejantes, después sumando algebraicamente los coeficientes, aplicando la suma y resta de 
quebrados o fracciones, se obtiene: 


= 2/58 + Y x! + 2/7 x3 + Y x2 - 2X + Ya 
- Yo x5 + Ya x? - Ya x3 - 2 x2 + 2/3 x - Y 
- 9/10 x? + oe + 1/28 x3 - 5/4 x2 112% - 1/4 


Los coeficientes se obtienen realizando la suma y resta de quebrados: 
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Para el coeficiente de x?, se tiene : 


y 10 10 
Para el coeficiente de x*, se tiene : 
3 1 4 
4 4 4 


Para el coeficiente de x”, se tiene : 


Para el coeficiente de x”, se tiene : 
3 3-8 5 
yA = _— = 


4 4 4 
Para el coeficiente de x, se tiene : 


2 Ejercicio 17 
Realizar la de resta de polinomios siguientes: 
1. Restar 3xy+2xz de  4xz- 3xy 
2.Restar 322+5xy-4 de  3xy- 2722+5 


3. Restar  4xz+ 2xyz - 2x222 de  5bxz- 2x2z2 - Axyz 
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4. Restar 
5. Restar 
6. Restar 
7. Restar 


8. Restar 
9. Restar 


11) 
a) 
b) 
c) 
d) 
e) 
f) 
9) 
h) 


') 


WR de E A 
472 2 


do 5 y 
A de A TA 


9xz? - 15w? - 2 de 7 + 13z + 10xz? 


j 14 
12x? +15zw* de — +15zw* 
y 


10a7 + 9bc” + 7x"yz de 24x”yz - 152” - 9bc” 
4xyz+9x” + 6a'b” de 12x”-.[36x "yz" + (3abY 


1 


10. Restar 127 +15x? -10% de 157 +3e* - 12 /x 


Mé + 5x +9 + x2) - (1 + 4x2 - 4)= 
(7x +77 + 6x -8) - (9 -9 + 3x5)= 

(12x3 +7x? + Bx -8 )- (3x* + 5x3 - 2x + 3 )= 
(9x?-9x+1) - (12x?- x-6)= 

(12x3-4x?+x-2) -(-11x?-7+3)= 
(*-9x3+6x?-8x+1) -(-8x?-9x?-x+12)= 

(4x5 + x-6x%+12) -( 7x*-5x?-4x+5)= 


ter) (o +1) 


(12x* -9x? +4x + 5) - (-2x* +8 -6x5) = 
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X MULTIPLICACIÓN DE POLINOMIOS 


En este tipo de multiplicación se procede de manera similar a la multiplicación aritmética los 
pasos a seguir son los siguientes: Se multiplican todos y cada uno de los términos del primer 
polinomio por cada uno de los del segundo polinomio. Se aplican las reglas de la potenciación, 
la ley de los signos y las propiedades asociativa y distributiva de la multiplicación. Multiplicando 
los términos del primer polinomio por cada uno de los términos del segundo polinomio, usando 
la ley de los signos y las propiedades de la potenciación. Al final, si existen términos semejantes, 
debemos sumarlos para obtener el resultado deseado. 


Multiplicación de polinomios 
(A+ 3xy M5y + 4Yx-5)= 
is e 


5x y +42 -5x + 15 xy + 12xy — Say 
Fey + Hd 5x0 + ISxy? =15x 


Sigue también las reglas siguientes: 

Los coeficientes se multiplicarán por los coeficientes. 

Cuando dos literales iguales se multipliquen, sus exponentes se suman. 
Ejemplo: xXx = x2 3x2y - 5xy =(3)15) x?2*y1+1= 15x3y2 


Si las expresiones que se multiplican no contienen las mismas literales, sólo se multiplican los 
coeficientes y se añaden las literales de una expresión a otra, de tal manera que la expresión 
resultante contenga todas las literales de las expresiones participantes. 


Ejemplo: (3xy + 4z) 2c = Gcxy + 8cz 

Ejemplos: 

1) Multiplicar los monomios 2x3y4 por -5x%y3 y por -3xy 
Solución: Escribimos el producto como: (2x3y* ) (-5x4y5 ) (-3xy) 


Multiplicando los coeficientes, usando la ley de los signos y las propiedades de la potenciación: 
(2) (5) (3) 041 y490+1 


Finalmente, el producto es: 30 x3 y10 
2) Multiplicar el monomio 6x3y* por el polinomio -3x8y3 - 7x2y4 + 5x35y2 
Solución: Escribimos el producto como: (6x3y4) (-3x8y3 - 7x2y* + 5x5y2) 


Multiplicando el monomio por cada uno de los términos del polinomio, usando la ley de los signos 
y las propiedades de la potenciación: 


(6) (-3) xt yiHes + (6) (-7) x3+2 y4+4 + (6) (5) x3+5 y?4+2 
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Finalmente, el producto es: - 18 x2y7 -42 x5y8 + 30 x8y0 


Multiplicación de polinomio por 
polinomio 


(o 


2x7 +5: +7x+12x? +30x + 42 
2x7 +17x% +37x+42 


(x + 2+5x+7) 


Multiplicación de polinomios 


Para hacerlo en esta forma los polinomios deben 
estar colocados en forma descendente. 


(4x? —3x -2)(2x2+5x-1) 


Colocamos los 


polinomios y 
4x? -3x-2 multiplicamos los 
2 términos como lo 
O hacemos con los 
-412+3x+2 números naturales. 
212 
20x*-15x?-10x X192 
4 3 2 424 
8x* -6x”-4x 454 


4 3 2 E A) 
8x*+14x”-23x*-7x+2 25864 


3) Multiplicar el polinomio 3x*y - 2x3y2 + x2y3 por el polinomio 3xy2 - 7x2y + 5x3 
Solución: Escribimos el producto como: (3x%y - 2x3y2 + x2y3) (3xy2 - 7x2y + 5x3) 


Note que como el primer polinomio tiene 3 términos y el segundo también, se obtendrá un 
producto de (3) (3) = 9 términos, antes de hacer la reducción de términos semejantes. 


(3x%y - 2x3y2 + x2y3) (3xy2 - 7x2y + 5x3) 

= 9x3y3 - 21x8y2 + 15x"y - 6x%y4 + 14x5y3 - 10x8y2 + 3x3y5 - 7x%y* + 5x35y3 
Reduciendo términos semejantes: 

= 9x5y3 + 14x5y3 + Bx5y3 - 21x8y2 - 10x8y2 + 15x7y - 6x%y* - 7x%y% + 3x3y5 


Finalmente, el producto es: = 28 x9y3 - 31 x8y2 - 13 x%y4 +15 x"y+ 3 x3y5 
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La multiplicación de polinomios puede abreviarse en gran manera, si utilizamos el método 
siguiente: primero ordenamos ambos polinomios en sus potencias decrecientes con relación a 
una letra, después, realizamos los productos de cada uno de los términos del primer polinomio 
por cada uno de los del segundo polinomio. En el desarrollo, colocamos alineados por columna 
los términos semejantes que resulten y al final hacemos la suma algebraica, dándonos esto el 
producto buscado. 


4) Multiplicar el polinomio 2x*y2 - 8x3y3 por el polinomio 5x3y2 - 4x2y3 + 2xy* 
Solución: Escribimos el producto como: (2x4y2 - 8x3y3) (5x3y2 - 4x2y3 + 2xy1) 


Note que como el primer polinomio tiene 2 términos y el segundo tiene 3, se obtendrá un 
producto de (2) (3) = 6 términos, antes de hacer la reducción de términos semejantes. Observe 
que ambos polinomios están ordenados en potencias decrecientes de la letra x. 


Si es el caso, colocamos en primer lugar el polinomio que tenga más términos. Si los polinomios 
tienen el mismo número de términos, se coloca cualquiera de ellos arriba y el otro debajo de él. 


Esto es: 
SS - Ax2y3 + 2xy!* 
2x4y?2 - 8x3y3 
10 x"y* - 8 xey5 + 4 xPy0 
- 40 xey5 + 32 xy - 16H" 
10 x"y* - 48 xey5 +30 Y* 163% 


Note que se empieza a multiplicar por la izquierda, aunque se pudo haber empezado por la 
derecha. En este caso, debe hacerse así debido a que se ordenaron los términos en potencias 
decrecientes en ambos factores. 


5) Multiplicar el polinomio 3x + by - 6z por el polinomio -2x-8xy+6 xz+ 3y + 4z 
Solución: 


Note que como el primer polinomio tiene 3 términos y el segundo tiene 5, se obtendrá un 
producto de (3) (5) = 15 términos, antes de hacer la reducción de términos semejantes. Observe 
que en este caso, todos los términos son del mismo grado con relación a una letra, por lo cual 
se pueden ordenar de cualquier manera, en este caso se ordenan alfabéticamente. 


Colocamos en primer lugar el polinomio que tenga más términos. Esto es: 
-2x  -8xy  +6xXz +3y  +4z 


3x +5y  -6z 
- 6x2 -24x2y+18x2z +9xy  +12xz 
-10xy -40xy2 +30 xyz +15y2 +20yz 
FLZNZ +48 xyz - 18yz -36xz2 -2472 


- 6x2 -24x2y+18x2z - xy +24 xz -40xy2 +78xyz +15y2 +2 yz -36 xz22 -24 z2 
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Ejemplos adicionales de multiplicación de un polinomio por un monomio y la multiplicación de 
dos trinomios: 


5x+3x+ 2 
Xx 3x -2x-1 


5 -3x-2 
-10x-6x? - 4x 
15x* + 9x + 6 x? 


15x*- Xx -5x -7x-2 


10.2 MULTIPLICACIÓN DE POLINOMIOS CON  COEFICIENTES 
FRACCIONARIOS 


Cuando se multiplican polinomios con coeficientes fraccionarios, se procede de la misma forma, 
pero tomando en cuenta la multiplicación de fracciones o quebrados. 


Ejemplos: 
1) Multiplicar los monomios Y x3y* por - Ya x%y5 y por - Y xy 
Solución: Escribimos el producto como: (Ya x2y3 ) (- Ya xy” ) (- 9 x%y) 


Multiplicando los coeficientes fraccionarios, es decir, numerador por numerador y denominador 
por denominador, usando la ley de los signos y las propiedades de la potenciación: 


( Y, ) (- Ya ) (- 5/7 ) Xx 2+1+6 y 347+1 

Finalmente, el producto es: 3/32 x? y11 

2) Multiplicar los monomios Y. x3my5n por - Y x"y3 y por 12 x3y8 
Solución: Escribimos el producto como: (Ya x3my5n )(- 34 x7y3 )( 12 x3y8) 


Multiplicando los coeficientes fraccionarios, es decir, numerador por numerador y denominador 
por denominador, usando la ley de los signos y las propiedades de la potenciación: 
(Y) (Y) (12 ) x3m+7+5y5n+3+8 


Finalmente, el producto es: - 9/2 x3m+12 y5n+11 


Nota como al sumar los exponentes, se sumaron letras con letras y números con números, es 
decir, se suman los términos semejantes. 


3) Multiplicar los monomios -Y4 x3a+5y4b+3 por -16 x%2-2y3b-2 y por -3/4 x0-2ay8-2b 
Solución: Escribimos el producto como: (-Y4 x32+5y4b+*3 )( -46 x%-2y3b-2 )(-3/4 x6-2ay8-2b) 


Multiplicando los coeficientes fraccionarios, es decir, numerador por numerador y denominador 
por denominador, usando la ley de los signos y las propiedades de la potenciación: 


(- Ya )(-16) (- 34 ) x3a+4a-2a +5-2+6 y4b+3b-20+3-2+8 


Finalmente, el producto es: - 3 x5a+9 y5b+9 
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4) Multiplicar el monomio Y x2y3 por el polinomio - Y x3y2 - 7x3y + 2/5 x%y5 
Solución: Escribimos el producto como: (Ya x2y3) (- Y x3y2 - 7x3y + 2/5 x*%y5) 


Multiplicando el monomio por cada uno de los términos del polinomio, usando la ley de los signos 
y las propiedades de la potenciación: 


( Y, ) (- 5/7 ) x2+5 y3+2 + ( Y ) (-7) x2+3 y3+1 + ( Y, ) (2/5) x2+4 y3+5 
Finalmente, el producto es: - 3/8 x" y? - 7/2 x3y4 + 1/5 x8y8 
5) Multiplicar el polinomio Y. x*y - Ya x3y2 por el polinomio Y xy2 + 4 x?y - 8 x3 


Solución: Escribimos el producto como: (Ya x%y - Ya x3y2) (Y4 xy2 + 4 x2y - 8 x3) 


Esto es: 
Sa xy2 + 4Ax2y - 8x3 
Ya x%y - Ya x3y2 
3/8 xy? + 2 x8y2 -4 xy 
-  x3y3 + 2 x0y2 - 3/16 xty1 
- 5/8 x3y3 + 4 x0y2 -4 xy - 3/16 x%y? 


6) Multiplicar los polinomios siguientes: 


(30 + 1 y 5d - Labra) 
3 2.5 4 2.4 


rn rn Pe 


ab 

3 2 5 

3 1 

od 

4 2 

AA 3 ap? 

4 20 8 

ad A 

10 4 
Lar Lap lp 
12 20 8 

a És 292 Los y1j, 


10.3 MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON EXPONENTES LITERALES 


Cuando se multiplican polinomios con exponentes, se procede de la misma forma, pero tomando 
en cuenta la reducción de términos semejantes en los exponentes y las leyes de los exponentes 
y de los signos. 
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Ejemplos: 
a A E da Multiplicación de polinomios con 
a a exponentes literales 
(a m+2 _4g”7 = 207+0) « (at — ha) = 
-2a”* +8a”" +4a x 
23 pe pm+ PUES 21 7+3 rbd 4(m+2 + gagm+1 
la —4g”” 2a —2a7+3 4 4g +? = 
+4 1 
a "Ar +84" A 4gm+ 4 gam+ 
n+l n+2 n+3 
XxX 4 2x Ex 
a. 2a*+3a” a 
a* + ga Xx +X 
n+3 n+4 
Fils —2a a A y, +X 
+ m+2 2 n+3 nm+4 n+5 
3a7*+ a"? -2a” e —2xe  —x 
a + ga +44?”? Ñ 2a?” ql mi gra + 3 > ll > ió 
e S x*? uN y? +42y* 
e a 
a+1 = : pe 
] -2x Za+3 taa 0. ida 
a a -d o qye 
SS e qe AAA AA AA ada AS 
a 108 108 7 end _ > E ÁS -4x 22? ma > 
yg sb q 


2 Ejercicio 18 
Realice las siguientes multiplicaciones de polinomios: 
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8. 


e A 


LL 


3a: (5b? + c) e 
2b? (3b + 2c— 4) 11. 2a”b-—3a"b 
(12c2+ 10b) 14cb 12 grp” 16 ¿mg 
5bc (13 + 2bc — 3a) 4 10 
(17xy + 15x — 14z) 2x 
3 y 3 2 13. 8 ¿2omp 30 ¿Lamar 
—X (1s - 12xy 2) 3 16 
z 2 14 32m 5 . 3 aga 
e (2? - x + 7bh) 4 27 
3 15. Bj (6a*”b En $ ¿3ma jan -9ab*"”) 
x? (9xy -14x? + 50x*) 3 16 
1 1 2 16. ya iy" a 4 y tn ER Tr 


15x2y3 (4x?y - 15y3 - 15y?) 
17. «y a pagar En A 


ma. 3:21 13 
10. |—x? + —h?3 || — /x - 5xh 
Pato 0 (38 sa) 


XI DIVISIÓN DE POLINOMIOS 


En este tipo de división se procede de manera similar a la división aritmética los pasos a seguir 
son los siguientes: 


Se ordenan tanto el dividendo como el divisor, en forma creciente o decreciente con relación 
a las potencias de una letra común a ambos. Se ordenan tanto el dividendo como el divisor 
con relación a una misma literal. 

Se divide el primer término del dividendo entre el primer término del divisor, para obtener el 
primer término del cociente. 

Se multiplica el término del cociente por cada uno de los términos del divisor, se colocan los 
productos debajo de sus términos semejantes en el dividendo, pero con signo cambiado, 
puesto que se restan. 

El residuo obtenido pasa a ser el nuevo dividendo y se repiten los pasos 2 y 3. 

El proceso se repite hasta que el residuo sea cero o hasta que en relación con la letra 
escogida, el grado del dividendo sea menor que el del divisor. 


El cociente puede comprobarse, mediante la relación: 
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Dividendo = (divisor) (cociente) + residuo 


Ejemplos de división de monomios y de un polinomio entre un monomio: 


=(4m) 


Efectuar: Calcular: 
PE 3 10m* + 15m* 10m% 15m* 
a) 12m . 3m a) 5mi z= 5m3* 5m3 


8 12420 16-12 10 
4p* 


8p!? _ 20p15 _12p1 
4p * 4p " 4p 


b) 35x3y? : 7x2y?2 
c) - 42a*b*c? : (- 6a?b?c3) 


=(7 ab” 


1) Dividir los monomios: -15x%y3 entre -3xy2 

Solución: Dividiendo los coeficientes, usando la ley de los signos y las propiedades de la división, 
es decir, que al dividir una misma base los exponentes se restan, queda: 

-15x* y” 

-3xy? 3 


343 


=D 41,52 _ 
=—x y  =x y 


2) Dividir el polinomio -3x*y3 - 24x2y* + 9x5y2 entre el monomio 6x?y 


Solución: Cada uno de los términos del numerador se divide entre el denominador. 


9 5221 


246,3 _9412,4 - 
3x y 24x "y" +9x y 3,9 +2 y 


6 y 6 


—24 22,4 


3 
TO+ XxX 
6 J3 


y 
Las 403,3 31 

EF DY + Y 
qa? y 2? 


las 3,33 
= xy —Ay xy 
25) y +21) 


Ejemplos de divisiones de polinomios: 
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Dividir 

4d —4 -8x entre 4 +4x 

Se ordena el dividendo y el divisor respecto de la letra x: 

(48 -8x -4) = (4x+ 4) 

En el dividendo hace falta el término 2 para que la secuencia descendente sea 
completa, y como no está dejamos el espacio correspondiente: 

(48 -8x -4) + (4x+ 4) 

Ahora se divide el primer término del divisor entre el primer término del dividendo 


para obtener el primer término del cociente: 


dl + dx =91 = e 


Luego tendremos: 4 -8x-4 | 4x+ 4 
y2 
Se multiplica este primer cociente por cada uno de los términos del divisor y los 
restamos del dividendo. A los productos se les cambia de signo y se acomodan 
debajo dónde sean semejantes con los términos del dividendo: 
de -8x -4 | dx + 4 
x 

dd -42 y 

- 4 -8x 


Se baja el siguiente término del dividendo y se repite el procedimiento anterior 


sucesivamente hasta que la división de como residuo cero. 
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Tendremos entonces 


4x? -Bx -4 | 4x + 4 


' xXx -x-1 
Aa -ey y VE. ERAS SA 
dx Bx 1 
+ 4x? + 4x Ny DA EAS 
-4x -4 
+4x +4 -4x + 4x =- 1 


O (división exacta) 


7 PRUEBA DE LA DIVISIÓN 


Como la división es el proceso inverso de la multiplicación, entonces el cociente se multiplica por 
el divisor y debe dar como resultado directo el dividendo. 


Cociente x*-x-1 
Divisor dx +4 
4-4 
+ 4x? - dx -4 
Dividendo dx? - Bx-4 


Bousón INEXACTA 


Una división es inexacta cuando su residuo es diferente de cero. 


Dividir > +3 - 2 +4-2x+2 entre x+3 


xi +1? -2 + de -2x +2 | x +3 


E y y xXx? - 2x* + 10x -32 
-2x* +4 
O re | 
10% De 
-10x?  -30x 
-J2x + 2 
+J2x +96 


98 residuo 
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Divide 63x? - 86x* + 3x +20 entre x- 1 


63x* - 23x -20 cociente 
divisor > 1 | 6H e 86x* + 3x q 20 dividendo 


Ñ - 63 +63x* 


-23x% + 3x 
+23x*-23 x 


- 20x + 20 
P + 20x - 20 


O resto 


-> Nota: observa la parte que se cambian los signos 


6x3-17x?+ 16 Divisor 2x? -3x -4 


4 mo  3x— 4 A —— 
0x3 + 8x2 Dividendo 
—9x7+0 
e 12x 
—12x +1 
bx - 16 


0 
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2x* — 13x?y? + 14xy? — 3y* 
E 2x? — 4xy + y? 
x? + 2xy — 3y? [2x*+0-13x2y2+ 14xy3 —3y* 
4x3 y — 71?y? +4 14xy? 
x2y2+2xy? — 3y* 
0 


a -2a*+3a+4 


+lla?  -46a* 


-3a” -6a+8 
+3a +6a* -8a 
+6a* +3a7  -46a* + 32 
-6a* -12ah +16a* 
-9a  -30a* +32 
+9a?  +18a7 -24a 
-12a* -24a+32 


+12a*? + 24a -32 
0 


Existe otra manera de realizar las divisiones de polinomios y es de la forma siguiente: 
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6-—TRE+ 158% - 8 L3x -4 


-6x + 8x? 2x? - 3x+ 1 
Ox? -  9x?+ 15x 
9x?- 12x 
0x.+ 3x - 
3%: + 


División larga de Polinomios 


(5x* +2x* —14x? —8x* +61 +9)+(x-1) 


2x4+5x*-8x -14x+6x+9| x —1 
A 
zz Y Ely 
le +7 
/ MX 
te -— 
Y -—15+6x 


+15 -15% 


Y”. —9x +9 
+9x —9 
q 2 


1) Dividir 8x8 - 6x3 + 4x2 - 2x* + x3 - 12 + 10x entre - x2 + x3+ 1 


Solución: Ordenando en potencias decrecientes tanto el dividendo como el divisor, se obtiene: 


8x8 - 6x? - 2x4 + x3 + 4x2 + 10x- 12 entre x3 - x2+ 1 
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8x3 2 - 7 
Xx = x?2 + dl 8x0 =6x5 -2x*% +x3 +42 — +10x - 12 
-8x0  +8x5 -8x3 
0) +2x5  -2x% -7x3 
-2x5 Eze -2x2 
0) 0) -7x3 +22 — +10OX 
+7x3  -7x2 +7 
0 -5x?2 +10x -5 


En virtud de que el residuo -5x2 +10x -5 es de menor grado que el divisor, la división termina y 
el resultado es: 8x3 +2x? —- 7 con un residuo de -5x2 +10x -5. 


Esto también puede expresarse como: 


Dividendo ] Residuo 
—————— = Cociente + —_—_—— 
Divisor Divisor 
Para este caso: 
JE A A Ñ PSA Ñ 
8Sx 6x 2x Xx Ax 10x 128, +02 -7 + Sx 10x - 5 
xXx -x2+1 ae El 


2) Dividir x4 + xy3 + x3y + 2x2y2 + y% entre xy + x2 + y2 
Solución: Ordenando en potencias decrecientes tanto el dividendo como el divisor, se obtiene: 


x4 + x3y + 2x2y2 + xy3 + y* entre x2 + xy + y2 


x2 + y? 
x2 + xy + y? xo +Hx3y  +2x2y2+xy3 +y! 
-x xy  - xy 
0 0 +xX2y2 +xy3 +y! 
-x2y2 -xy3  -y% 
0) 0) 0) 


En virtud de que el residuo es O, la división es exacta y el proceso termina. 


El resultado es: x2 + y2. Esto también puede expresarse como: 


x* 4 xdy + 2x y? + xy? + y* 
x? + xy + y? 


= x? + y? 
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AAA AAA A A 


Dividendo _ 
Divisor 


El resultado se escribe: 


EJEMPLO 


Divida * + 2 — 3 + x— 2 entre * — 3x +2. 


Escriba los polinomios en orden descendente de acuerdo con su potencia de x y ordene de la forma siguiente. 


2-32 


2 +3x +6 
Xx —3x+2)2M-38+ E + x- 2 
2 — 6 +4 
3B-32+ x-— 2 
3-9 + 6x 
6% - 5r- 2 
6x — 18x +12 
13x— 14 
k 13x—14 
De aquí que, = +43x+6+= 
ls X*—-3x+2 2 +3x+6 *—3x+2 
! os 
2 Ejercicio 19 
Dividir los polinomios siguientes: 
1) a2+2a-3 entre a-3 
2) a?-2a-3 entre a-1 
3) m2-1lim+30 entre m+6 
4) G6+a2+5a entre a-2 
0) - 15x2 - 8y2+ 22xy entre  2y+3x 
6) 14x2 - 12+22x entre 7x+3 
7) -14y2+33+71y entre +3-7y 
8) at+a entre a-1 
9) 2x*-x3-3+7x entre 2x-3 
10) am*t-am-2a entre am-a 
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Ejercicio Desarrolle las divisiones indicadas: 


-8x y +1 ay 1] ox*y? 


, 722 - 60xy 2? - 18xy*? 
5) 


a) xy 


400" - 72 y10 _ g8x?y? 


b) 


o, 
- 


yz 


4x3 y ax _ 723 3n+6 


-8x*y> 5 


0,2574 09,75: 28 _ 9 15319 


S 
gro? 


25x"+2yn = 20xm+4yn+1 + 40x"*6yn+2 


Cc) 


0,5002 sx" 
7 4,7 38_11 5,10 
—X =x Y” ——X 2 : 5 
4 y 8 y 6 y xn xn2,n Y xn m2, OS z an 
( 1) 
Ly xy" 
30 
9 27 m6.,9 PA 
Ed e o id 6 cd add  -12xy' -20x' y* — 4xy? + 28x?y 
e) "y RA 
3 -4x “y 
ya y 


Ejercicio Complementario: 


Dividir: 

. 2 +22-3 entre a+3 

a -2a-3 entre a+1 

.X*-20+x entre x+5 

m*-—11m +30 entre m-6 

Xx? +15 -8x entre 3-—x 

6+a*+5a entre a+2 

. 6x? — xy — 2y? entre y + 2x 

. -15x” — 8y? + 22xy entre 2y — 3x 

. 5a? + 8ab — 21b* entre a+ 3b 

. 14x? — 12 +22x entre 7x-— 3 

. 82? + 12ab — 4b? entre b—a 
23. 12a* + 33ab? - 35a?b — 10b* 


1 
2. 
3 
4, 
5 
6. 
7 
8 
9 


slo 
-h 


. 5 —-11mn + 6m? entre m—n 

. 320? — 54m? + 12mn entre 8n — 9m 
. —14y? + 33 +71y entre -3- 7y 
y entre x—y 

. a + 3ab? — 3a?b — b* entre a—b 
9 +3+x entre x+3 

. a +a entre a+1 

. mn entre m?*- p? 
.2x*-x-3+7x entre 2x +3 

34 + 5y? - 12y +10 entre y? +2 
.am' —- am- 2a entre am+a 


entre 4a — 5b 


24. 15m* — 9m*n? - 5mn + 3m?n* + 3mn* — n* entre 3m-—n 


11.2 DIVISIÓN DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS 


Cuando se dividen polinomios con coeficientes fraccionarios, se procede de la misma forma, 
pero tomando en cuenta la división de fracciones o quebrados. 


Ejemplos: 
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1) Dividir 
1 PL entre +2) 
6 36 
Solución - 


6 36 3 2 
A E lata 
6 4 2 3 
ELA 
9 6 
E Ea 
9 6 
0 
E e o AS A A 
2) Pr A e li a entre ri A Pi 


Solución - 


Ordenamos el dividendo en forma descendente con respecto a m; y dividimos: 


Ii 3 Et 
2 6 40 
-m+ Eli E min? mn —mm+2 
3 15 3 2 
O E s e 
24 6 
JA AAA E 
2 3 15 
= Bn? — OA mn -n? 
Em + Sn? - mi+H 
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3) A 8% a? entre ab 
16 8 3 4 2 

Solución - 

Ordenamos el dividendo en forma descendente 

con respecto a a; y dividimos: 


A y? 1-3, 
16 S 2 
Ma 2 
-—a +-ab 
16 "8" 
5 
--a b+ab” 
a za 
1-3? 
4 2 
EE 
6 
Le 
6 
0 


XIl PRODUCTOS NOTABLES 


Los productos notables son aquellos productos que cumplen con reglas fijas, y cuyo resultado 
puede ser escrito por simple inspección. 


A continuación expondremos los casos más comunes. 
12.1 CUADRADO DE UN BINOMIO 
1) Cuadrado de la suma de dos cantidades: 
(a+b) = (a+b)(a+b) 
Realizando la multiplicación, queda: 
(a+b)? = a(a) + a(b) + b(a) + b(b) 
(a+b)? = a2+ ab+ ba + b2 


Finalmente: (a+b)2? = a2+ 2ab + b2 
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¿AA notables — Cuadradodeunasuma ( 
> 
de una suma es igual al cuadrado del primero más el doble del 
el segundo más el cuadrado del segundo. 


Si queremos calcular el área de toda la figura, la podemos calcular como: 


Área del cuadrado que Suma de las áreas de 
forma la figura completa las cuatro figuras 
a 
b 
— q — b—— 
Área=1-1= (a+b)-(a+b) Área= a*+2:ab+b* 


(a+b)-(a+b)= (a+b)?2 


(a + b)? = a?+ 2-a:b + b? 


Regla: El cuadrado de la suma de dos cantidades es igual al cuadrado de la primera más el doble 
de la primera por la segunda, más el cuadrado de la segunda cantidad. 


Así aplicando la regla anterior tenemos: 
a) (4x+5y)2 = (4x)2 + 2(4x)(5y) + (5y)? 
(4x + by)? = 16x2 + 40xy + 25y2 
b) (2x + 3y)? = (2x)2 + 2(2x)(3y) + (3y)? 
(2x + 3y )? = 4x2 + 12xy + 9y2 
2) Cuadrado de la diferencia de dos cantidades: 
(a -=b]*= [4-b)La=b) 
Realizando la multiplicación, queda: 
(a-b)? = a(a) + a(-b) - b(a) - b(-b) 
(a-b)? = a2- ab - ba + b2 
Finalmente: (a-b)? = a2- 2ab + b2 


Regla: El cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual al cuadrado de la primera, menos 
el doble de la primera por la segunda, más el cuadrado de la segunda cantidad. Por ejemplo: 


a) (4x - Sy)? = (4x)?- 2(4)(5y) + (5y)? 
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(4x-by)2 = 16x2- 40xy + 25y2 

b) (2x-3y)? = (2x)?- 2(2x)(3y) + (Sy)? 
(2x-3y )? = 4x2 - 12xy + 9y2 

c) (aa = q ¿at te De 


» Ejercicio 20 


Desarrolla los binomios al cuadrado siguientes: 


l. (22 + c)2 11. (7xy? - 4a%z)2 

2, (5c + 3d)?2 12. (xe2- 3bx )2 

3. (2a2 +b3) 13. (xy - 402) 

4, (10b + 321) 2 14. (7b2 - 3x3)2 

5. Pe Fa] 15. (ax -ba)2 

6. (Ga - 2b) 2 16. (an + ba)2 

de (aS - d2) 2 17. (18a 2 + b5)2 

8. (x - y2) 2 18. (809+ 1562 

9. (7cd - x)2 19. (17x3yz2 + 8an23)2 

2 

10. (xa - 2bx* ) 20. (7 +ha) 


12.2 CUBO DE UN BINOMIO 


(a+b) 


1) Cubo de la suma de dos cantidades: 
(a+b) = (a+b)?(a+b) 

Realizando el producto: 
ta+bypea+bi"[a+b] 
(a+b) = (a2+ 2ab+b2)l(a+b) 


a3 + 3a?b + 3ab2 + b3 
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a 5) 
U= 
a  b 


(a+bY > a+3aáb+3ab” +b' 


Regla: El cubo de un binomio es igual al cubo del primero, más el triple del primero al cuadrado 
por el segundo, más el triple de la primera por el cuadrado de la segunda, más el cubo de la 
segunda cantidad. Ejemplos: 


a) (4x + 2y)9 = (4x)9 + 3(4x)2(2y) + 3(4x)(2y)? + (2y)9 
Ax + 2y)29 = 64x3 + 96x?2y + 48xy2 + 8y3 


( 

b) (Y x+ 9% y)9 = (2x9 + 3(Y2x)1% y) + 3(V2 x1(% y)? + (%% y)? 
(Yox+% y)3 = 1/8x3 + 9/16 x?y + 27/32 xy2 + 27/64 y3 

Cc) (a2 + b)? = a8+ 3a*b + 3a?2b2 + b3 


2) Cubo de la diferencia de dos cantidades: 
(a-b) = (a-b)?(a-b) 

Realizando el producto: 
(a-b)3 = (a-b)?(a-b) 
(a-b)? = (a2-2ab + b2Jl(a-b) 
(a-b)? = a3- 3a?b + 3ab? - b3 


Regla: El cubo de un binomio es igual al cubo del primero, menos el triple del primero al cuadrado 
por el segundo, más el triple de la primera por el cuadrado de la segunda, menos el cubo de la 
segunda cantidad. Ejemplos: 


a) (4x - 2y)8 = (4x)? - 3(4922y) + 3(4x)(2y)? - (2y)? 
Ax - 2y)3 = 64x3 - 96x2y + 48xy2 - 8y3 


( 

b) (4 X-34 yP = (143% 21609134 Y) FIX] y)2 (24 y9 
(Yx-% y)? = 1/8x3-9/16 x?2y + 27/32 xy? - 27/64 y? 

Cc) (a? - b)3 = af - 3a*b + 3a?b2 - b3 


Obsérvese que cuando el binomio elevado al cubo es una diferencia, los signos se alternan, 
iniciando siempre con positivo. 
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a) (4x +5)? = (43% 3-(4:)?. (5) + 3-(4x) » (52) + 53 


= 64 x3+ 240 x2? + 300 x + 125 


b) (2- 3y)= (2)? - 3.(x3)2.(3y) + 3x?-(3y)?- (3y)? 


= x6-9x%y+27x?y? -27 y? 
Otros productos de gran utilidad son los siguientes: 


l. e 

a +b) (a - b) = a? - b2 

a+rb esa aria 
(a2 + ab + b2) = a - b3 

(a*-ab +9 = 39 + bp" 


7 Ejercicio 21 


Desarrolla los binomios al cubo siguientes: 


( 
( 
IV. (a-b 
(a+b 


ll (28 + c)3 11. (7xy9 - 4a%z)3 

de (5c + 3d)8 12. (xe2- 3hbx)3 

e (2a2 + b3)3 13. (xy - 4c2)3 

4, (10b + 3214) 3 14. (7b2 - 3x5)3 

Ds (15 +a)> 15. (ax -ba)3 

6. (Ga - 2b) 3 . (an + bay3 

18 (as - 433 17. (18a2 + b5)3 

8. (x = y2) 3 18. (9b9 + 15028 

9. (7ed - x) 9 19. (17x3y2? + 8an3)3 
3 

10. (xa - 2bx” ) 20. (7: +da”) 


12.3 MULTIPLICACION DE BINOMIOS CONJUGADOS 


El binomio conjugado de otro, es aquel que tiene los mismos términos pero sus signos están 
alternados, por ejemplo, el conjugado de 3a2 - b3 es 3a2 + b3, de la misma forma el conjugado 
de 7b9 + c? es 7b5 - c?. Nota que si uno es positivo el otro es negativo, por esto, también se le 
llama el Producto de la Suma por su diferencia 


Para obtener el producto de dos binomios conjugados o de la suma por la diferencia de dos 
cantidades puedes ocupar la siguiente fórmula: 
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Exteriores segundos 
E, a, 
(a+ b): (a—-b)=a:a+ a: —-b+b:a+b-:-b 
a ad bp 
Primeros Inéeriores 
= e -ab +ab=— b? 


y a? — pb? 


Si comprobamos esta fórmula tenemos gráficamente que: 


a 
(a+ b)+(a-b)= a?- b? 


-b a 


Entonces, el producto de dos binomios conjugados, es decir, la suma de dos cantidades 
multiplicada por su diferencia, es igual a la diferencia de sus cuadrados. 


>>> A lo que llegamos 
El producto de dos binomios conjugados es una diferencia de cuadrados. 


Binomios conjugados Diferencia de cuadrados 


La factorización de una diferencia de cuadrados son dos binomios 
conjugados. 


La relación anterior puede aplicarse para multiplicar parejas de números,. Para ello, tie- 
nen que presentarlos como si fueran binomios conjugados. Ejemplos: 


(102) (98) = (100 + 2) (100 — 2) = 10 000 — 4 = 9 996 
(47) (53) = (50 - 3) (50 + 3) = 2 500 —9=2 491 


Ejemplos: 
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a)(2a + 3b) » (2a-3b)= (2a)?- (3b)? 


= 4a?- 9b? 


b) (0,7x + 1,5y2) » (0,7x - 1,5 y2)= (0,7x)?- (1,5y2)? 


= 0,49x?- 2,25 y* 


( fña+ a ) ( /3a-a )> 


(él +4) aa a) 
= 9a - 16 


(yz + yyliyvz — yy) =x1 —y 

(x + 2)Mx -2) =x?-4 

(12 + 3)(x?-3) = x*-9 

(e? y + y)? y — y?) = x* y?- y! 
(Vx + y (Vx- y) = x -— y? 


También, podemos hacer el proceso inverso, es decir, conocida una diferencia de cuadrados 
podemos convertirla a un producto de binomios conjugados: Ejemplos: 


SE DESCOMPONE EN UN PRODUCTO DE BINOMIOS CONJUGADOS 
1) 4x2 - 25y4 =(7x +5yY)(7x - 5y ) 
y + 


42 y 25y 


2x2 - 6 = (x+/6 )(x-y6 ) 
+ y 


y x? y 6 Su raíz cuadrada no es un número entero 


Se deja indicada la raíz 
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n* —1, Siendo n* == (n)* 


n —1 = (n)*— (1) = (n +1) (n—1). 


Esempro 1) y 1=- (1)? 


resulta 


1 
Eseurro 1) os Siendo 42*= (22)? y a" (+7) 
3 Y 3 3 
21). [|—] =[2 —| (21-—]. 
4. la (2=+5) ( 5) 
] Ejercicio 22 


resulta 42x*— > == 


Escribir por simple inspección, el resultado de: 


7 AA AS NES 


ca tijta- 1] 
(n-=2)(n+2) 
(3nN+2)(3n -2) 
(7b-c)(7b+c) 
(9xy + 4c ) (9xy - 4c) 
(6b+c)(-c+6b) 
(m+n)(m-n) 

( 


xy +Z)(xy-2) 


3. 


10. 
11, 
12, 
La. 
14. 
15, 


3cen + b2) (3cen - 


(>= SRA) 


n + m2) (n - m2) 


( 

(3a2 - b3) (3a2+ b3) 
(73 + c2) (7b5 - c2) 
[2 DEI 
(3n2-b)(3n2+b) 
( 


ba7 


MISCELÁNEA 
Escribir, por simple inspección, el resultado de: 


. («+ 2) 

. («+ 2)(x +3) 
. («+ 1) 1) 
1) 

. (n+3)(n + 5) 

. (m-—3)(m +3) 
. (a+b-1)(a+b+1) 
.(1+b) 

9. (a? + 4)(a? — 4) 
. (Bab - 5x?y 

. (ab +3)(3 — ab) 
. (1 - 4axy 

. (a? +8)(a? 7) 


JD 0Na 


. («+ y +1) y - 1) 
. (1 -aj(a +1) 

. (m-8)(m+12) 

- (*-1)06 +3) 

- (+6)0é — 3) 
(5 +6m*' 
2) +5) 

. (1-a+b)(b-a-1) 
(a+. 
; (+? — 8)(**! +9) 

. (a?b? +0?(a?b? — c?) 
. (22 +x) 

¿(e -11)08- 2) 


= b”) 


. (Qa?- 
. (a? +12)(a? - 15) 
(m—man) a +m+m?) 
¿(+ 7)00 11) 

- (11 ab) 

- (éy?- 8)0éy* +6) 

. (a+b)(a—b)(a? - b*) 

- (+1) 1)06 2) 

. (a +3)(a? + 9)(a — 3) 

- (+ 5)(x— 5)04 +1) 

. (a+ 1)(a - 1)(a + 2)(a - 2) 
. (a +2)(a - 3)(a — 2)(a + 3) 


5 bey 
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12.4 BINOMIOS CON UN TÉRMINO EN COMÚN 


Para el producto de dos binomios con un término en común se utiliza la siguiente fórmula: 
2 
(x+ a) - (x4+b)= x9*+ (a+b) x + ab 
Si comprobamos esta fórmula tenemos que: 


Oo+ a) - (x+b)= x"x + x+b + a-x+a+b 


FÓRMULA 


Entonces, el producto de dos binomios con un término en común, es el primer término (común 
para los dos binomios) al cuadrado más los segundos términos de los binomios por el primer 
término en común más el producto de los segundos términos. 


Ejemplos: 
a) (3x+5)-(3x+6)= (31)? + (5 +6) (3) +5-6 


= 9x?+33x+30 
b)(a?-11)-(a%+9)= (a?2)?+ (11+9a? +(-11- 9) 
= a-2a?-9 
€) (x-0,3) -(x-0,2)= x?+ (-0,3-0,2)x +(-0,3 »-0,2) 


= x?-0,5x+0,06 
d) he). (hx-2] =[7x)* 6-2) +x+(-6»-2) 


xx +12 
x-4x+12 


12.5 Binomio por un trinomio cuyo producto es igual a una suma o 
diferencia de cubos. 


La suma algebraica de dos términos, por un trinomio que consta del cuadrado del primer término 
menos el producto de los dos, más el cuadrado del segundo término, es igual a la suma de los 
cubos de los dos términos algebraicos. 


Se trata de demostrar que: 


ey =ly ke +1?) 


Tendremos: 
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x- xy =F y 


Xx + y 


X-xiy+ xy 


EN AÑ = q + ye 


e de y 


Es decir: (x + y)Q2 - xy + y2) = x3 + y3, tal como queríamos demostrar. 
Ejemplo: Comprobar que 
y +1=(x+1)j? -x+1) 
Solución: 
(1+1)( =x+1)=x == 1 
=0+1 
Ejemplo: Comprobar que 
211 +8y* = (Bx+2y)9x? —6xy+4y*) 
Solución: 
(3x+2y)(91” —6xy+4y?)=27x" +181"y+ 12xy? -18x”y- 12xy? — 8y" 
=27x* +8y* 
Ejemplo: Comprobar que: 
64b +270* =(4b? +3c|16b* —12b*c +90?) 
Solución: 
(4b? +3c)(16b* -12b*c +90?) =64b* — 48b*c +36b*c? + 48b"c-36b*c? +27c* 
= 64b* +27c* 


La diferencia de dos términos, por un trinomio que consta del cuadrado del primer término más 
el producto de los dos, más el cuadrado del segundo término, es igual a la diferencia de los cubos 
de los dos términos algebraicos. 


Se trata de demostrar que: 
ey ly ay) 
Tendremos: 
(iy) ray) = aya aya” — y a 
Es decir: 


3 


(ey lay + y Joa? y? 


Tal como queríamos demostrar. 


Ejemplo: Comprobar que: 
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x?-8= (2) +2x+4) 

Solución: 

(2-2) (47 +2x+4) =x pDrtdr-2-4=8 

=x-8 

Ejemplo: Comprobar que: 

64x* -27y* =(4x-—3y)l6x? +12xy+9y”) 
Solución: 

(4x-3y) (1647 +12xy +9y?) =64x* + 48x +36xy —48x —36xy-27 y* 
=64x* -27y' 


Ejemplo: Comprobar que: 
84 -27p* =(2a? -3b* J4a* +6a?b* +90) 
Solución: 


(2a? -3b*)(4a* +6a?p? +9") =8a* +12a*b* +18a?b* -12a*b? -18a*b* —27p? 
=8a* -27p? 


xl COCIENTES NOTABLES 


Se les llama así a ciertos cocientes que cumplen reglas fijas bien definidas y que pueden ser 
escritos por simple inspección. 


Caso l) a2-b2= a-b (CN 1) 
a+b 
Se lee como: la diferencia de cuadrados de dos números entre su suma es igual a su diferencia. 
Ejemplos: Por simple inspección hallar 
1) 4x2 - 9m2n4 
2x + 3mn2 


Comparando con la expresión (CN 1), se ve que a? = 4x?, sacando raíz a ambos miembros, se 
tiene que a = 2x. También, b? = 9m?2n! y si sacamos raíz a ambos lados del igual, se obtiene b = 
3mn2. Por lo tanto se cumple con el caso | y el resultado es igual al denominador pero en forma 
de diferencia. Esto es: 


4x2 - 9m2n* 


=2x - 3mn2 
2x + 3mn2 
2) (x+ y? - 22 
(x+ y) +2 


Comparando con la expresión (CN 1), se ve que a? = (x + y)?, sacando raíz a ambos miembros, 
se tiene que a = (x + y). También, b2 = 22 y si sacamos raíz a ambos lados del igual, se obtiene b 
=Z. Por lo tanto se cumple con el caso | y el resultado es igual al denominador pero en forma de 
diferencia. Esto es: 
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aryrz TY? 
Caso ll) a2-b?2= a+b (CN 2) 
a-b 


Se lee como: la diferencia de cuadrados de dos números entre su diferencia es igual a su suma. 
Ejemplos: Por simple inspección hallar 
1) 9x2 - 4y2 

3x - 2y 
Comparando con la expresión (CN 2), se ve que a? = 9x?, sacando raíz a ambos miembros, se 
tiene que a = 3x. También, b2 = 4y2, y si sacamos raíz a ambos lados del igual, se obtiene b = 
2y. Por lo tanto se cumple con el caso ll y el resultado es igual al denominador pero en forma de 
suma. Esto es: 
DH-4- =3x+2y 
3x - 2y 
2) 1- (a+n)2 

1- (a+n) 
Comparando con la expresión (CN 2), se ve que a2= 1, sacando raíz a ambos miembros, se tiene 
que a = 1. También, b2 = (a + n)? y si sacamos raíz a ambos lados del igual, se obtiene b = (a + 


n). Por lo tanto se cumple con el caso ll y el resultado es igual al denominador pero en forma de 
diferencia. Esto es: 


1-(a0+0%. 2 1+a+n 
1- (a+n) 

Caso lll) ad + b3= a2- ab + b2 (CN 3) 
a>+b 


Se lee como: la suma de cubos de dos números entre su suma es igual al cuadrado del primero, 
menos el producto del primero por el segundo más el cuadrado del segundo. 


Ejemplos: Por simple inspección hallar 


1) 27x3 + 64y3 
3x + 4y 


Comparando con la expresión (CN 3), se ve que as = 27x3, sacando raíz cúbica a ambos 
miembros, se tiene que a = 3x. También, b3 = 64y3, y si sacamos raíz cúbica a ambos lados del 
igual, se obtiene b = 4y. Por lo tanto se cumple con el caso lll y el resultado es igual al cuadrado 
del primero (a? = (3x)? = 9x2); menos el producto del primero por el segundo (-ab = (3x)(4y) = - 
12xy); más el cuadrado del segundo (b? = (4y)? = 16y2). Esto es: 


3 uE 3 
2 + BAN 9x2 -10xy + 16y? 


3x + 4y 
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2) 125x3 + (a+n)2 


5x + (an) 


Comparando con la expresión (CN 3), se ve que a3 = 125x3, sacando raíz cúbica a ambos 
miembros, se tiene que a = 5x. También, b3 = (a + n)?, y si sacamos raíz cúbica a ambos lados 
del igual, se obtiene b = (a + n). Por lo tanto se cumple con el caso lll y el resultado es ¡gual al 
cuadrado del primero (a? = (5x)? = 25x2); menos el producto del primero por el segundo (-ab = - 
(5x)(a + n)); más el cuadrado del segundo (b? = (a + n)?). 


Esto es: 125x3 + (a+n) 
5Bx+ (a+n) 

Caso IV) ad -b3= a2+ ab a+ b2 (CN 4) 
a-b 


Se lee como: la diferencia de cubos de dos números entre su diferencia es igual al cuadrado del 
primero, más el producto del primero por el segundo más el cuadrado del segundo. 


= 25x2 - 5x (a +n) + (a+ ny? 


Ejemplos: Por simple inspección hallar 
1) 8a3x3 - 216a%y3 
2ax - 6a?y 


Comparando con la expresión (CN 4), se ve que a3 = 8 aéx3, sacando raíz cúbica a ambos 
miembros, se tiene que a = 2ax. También, b3 = 216 afy3, y si sacamos raíz cúbica a ambos lados 
del igual, se obtiene b = 6a?2y. Por lo tanto se cumple con el caso IV y el resultado es ¡igual al 
cuadrado del primero (a? = (2ax)2? = 4a2x2); más el producto del primero por el segundo (ab = 
(2ax)( 6 a2y) = 12a3xy); más el cuadrado del segundo (b? = (Ga?y)? = 36a1y2). Esto es: 


8a3x3 - 216a%y3 
2ax - 6a?y 

2) 129x3 - (x + y)9 
9 - (x*+y) 


= 4a2x? - 12a%xy + 36 aty2 


Comparando con la expresión (CN 4), se ve que a3 = 729x3, sacando raíz cúbica a ambos 
miembros, se tiene que a = 9x. También, b3 = (x + y)$, y si sacamos raíz cúbica a ambos lados 
del igual, se obtiene b = (x + y). Por lo tanto se cumple con el caso IV y el resultado es ¡igual al 
cuadrado del primero (a? = (9x)? = 81x2); más el producto del primero por el segundo (ab = (9x)(x 
+ y)); más el cuadrado del segundo (b2 = (x + y)2). 


Esto es: 129x3 - (x + y)8 
9x - (x+y) 


= 81x2 +9x (x+y) + (x+ y)? 


Ejercicio 23 
Escribir por simple inspección, el resultado de: 
1) 16x2 - 81m2n* 


Ax + 9mn?2 
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2) (2x + 304 - 2 
(2x + 3y) + 22 


3) 81x? - 16y2 


9x - 4y 

4) 49 - (3a + 4n)1 
7- (3a + 4n)? 

5) 1000 + 512y3 
10x + 8y 


6) x3 + (ba + 6n)8 
x + (5a+6n)$ 

7) 125a%x3 - 64afy3 
5ax - 4a?y 

8) 216x? - (4x + 3y)9 
6x -  (4x+3y) 


MISCELÁNEA 
Escribir el cociente sin efectuar la división: 
x*-1 : t+a 32x* + 243y* 
e, 148 " 2x+3y 
8m* + n* 16x?y* - 25m* 25 - (a+ 1) 
" 2m+n?  dxy?+5m 5+(a+1) 
12 


Ejercicio 


14 xy y? 1-x 


By a 
a 64x* - 343y? 
+ y 4 -7y? 
ñ atb*-— 64x? a8_ pi 
ab? + 8x? a+? 
1-a?bte? (a+ x?-y? 


12. A 18. 
1-ab?c (a+ Xx)-y 


XIV TEOREMA DEL BINOMIO DE NEWTON 


Es muy útil este teorema para desarrollar un binomio a un exponente cualquiera, es decir, para 
obtener el resultado de un binomio de la forma (a + x)”, sin realizar tantas operaciones sino 
únicamente aplicando sus propiedades. 
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FACTORIAL de un número n: Es el producto repetido de los primeros números enteros desde 1 
hasta un número dado n. Se representa por n! 


Ejemplos: 
1!=1 
2l=1x2= 2 


31=1x2x3=6 

41=1x2x3x4=24 
5I=1x2x3x4x5= 120 
6!=1x2x3x4x5x6=720..... eto. 
Es decir, MS LALA IRA cinto xn 
Por definición, O! = 1 


Considerando un binomio, a es el primer término y x es el segundo término del binomio. Si 
desarrollamos sucesivamente los binomios a un exponente n, incrementado cada vez en una 
unidad, se obtiene lo siguiente: 


(a+x)0= 1 

(a+x)l= la + 1x 

(a+x)? = 1la2+ 2ax +1x2 

(a+x)8 =  —1la3+ 3a2x + 3ax? + 1x3 

(a+x) =  la3+ 4asx + 6a2x? + 4ax3 +1x4 

(a+x)? =  1la3+ 5atx + 10a3x2 +10a2x3 +5ax%+ 1x5 

(a+x)0 =  la3+ 6Gasx + 15atx? +20a%x3 +15a2x4+15ax5 + 1x8 
etc. 


De lo anterior, se observa que existe cierta regularidad en el desarrollo de los binomios al ir 
incrementando en 1 su exponente n. Teniendo las propiedades siguientes: 


i) Si n es entero y positivo, entonces el número de términos del binomio es finito y si n es 
fraccionario el número de términos del binomio es infinito. 


Propiedades del Binomio cuando su exponente n es entero y positivo: 


j) El número de términos es igual a su exponente incrementado en 1, esto es: n + 1 términos. 

li) El coeficiente del primero y último término del binomio es 1 y el exponente de su literal 
es n. 

iii) El coeficiente del segundo y penúltimo término del binomio es n. 

iv) El grado de cada término del binomio es n, mientras que el primero disminuye su 
exponente en 1, el del segundo aumenta en 1 en cada término consecutivo. 

v) El coeficiente del término siguiente del binomio se obtiene multiplicando el coeficiente 
del término anterior por el exponente del primero del término anterior, dividido por el 
exponente que le corresponde al segundo en ese término actual. Por ejemplo, si desea 
conocer el coeficiente del tercer término del binomio: a3 + Ga*x + k a%x?, el valor de k 
estaría dado por:k=6x5/2= 15, osea: 15a1x2 

vi) Hay dos términos medios cuando el exponente n es entero, impar y positivo. 

vii) Hay un término medio cuando el exponente n es entero, par y positivo. 
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viii) Los coeficientes de los términos que equidistan de los extremos son iguales. 

ix) Si el signo intermedio del binomio (a - x)” es negativo. Entonces los signos de los términos 
se alternan entre + y -, a partir del primer término que siempre será positivo. De hecho, el 
signo del termino depende del exponente del segundo término x, si es par le 
corresponderá signo + y si es impar le corresponderá signo -. 


Al polinomio en el que todos sus términos son del mismo grado se le llama: polinomio 
homogéneo. El desarrollo de los binomios elevados a la potencia n, siempre produce polinomios 
homogéneos de grado n. 


Dichos coeficientes se pueden distribuir de la forma siguiente, llamado el Triángulo de Pascal o 
de Tartaglia: 


y 
Este arreglo de números se le denomina Triángulo de Pascal y nos sirve de gran ayuda para 


elevar a cualquier potencia un binomio, ya que nos indica los coeficientes que le corresponden 
a cada término. 


Para formarlo se utiliza la regla siguiente: 


Regla: Se empieza colocando un 1 en el primer renglón dos unos en el segundo renglón, después 
estos unos se suman y el resultado de coloca abajo y en medio de los dos, agregando un uno a 
cada extremo (este último paso siempre se repite); después se suman los números adyacentes 
entre ellos, tomándolos de par en par (1, 2 y 2, 1), y sus resultados de cada uno se colocan 
abajo y en medio de cada par respectivamente, agregando un uno a cada extremo; repitiéndose 
el procedimiento anterior hasta llegar al exponente del binomio que se desee: 


(a+) — 


(a+) —» 1] E 
(a+0)! 2 E EN 
a+.-—> [E EN EN 
a 4] B| E mi 


Es importante recordar que el triángulo de Pascal, solo nos indica los coeficientes de cada uno 
de los términos del resultado; para encontrar los exponentes de las literales, siempre se cumple 
que la primera literal siempre tendrá como exponente n, es decir, la potencia del binomio. Para 
los términos siguientes ésta disminuirá su exponente en una unidad cada vez, mientras que la 
segunda literal aumentará su exponente una unidad. 


Ejemplo: 
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(a + b)? = a£+ Gañb + 15a*b2+ 20a3b3 + 15a?2b1 + Gab5 +b8 


En el caso que el binomio sea una diferencia, se procede de la misma manera, únicamente 
debemos alternar los signos + y - de cada término, debiendo iniciar con el signo positivo. 


Ejemplos: 
(a - b)8 = af - GaSb + 15a*b2- 20a3b3 + 15a?b* - GabS +b8 


(3-2 = a - 34 + da. xO 


: s  Aplicamos la fórmula del binomio de Newton (a + b)”. 
2 
D (E - 2) Donde a=x?/2 , b=-2/x y n=6. 


2 XxX 

12 y É 4 í 
xXx” X XX A - 3 2 E. 

lIL—-6 =—T 15.— -20-x 15.226: +1. 
2” 2 z" $ X 
12 >. .9 2 6 

xXx 3x 15x 7 0 6 

E -20x+60- Ly % 

64 $ 4 Xx Xx 


(x* -5yy =(x Y -6íx* (sy? +15/x* (sy? ”-20/x* (sy 3 +15/x* Y (sy? Y 
-6íx* (sy) + (sy ja 
= ar sy +15 1125y% 12013 111259? 1+15/x* 11625y" ) 
- 6/14 113125y9 | +15625y*,; 


= xx -30x% y? 4375: y% - 2500: y? +9375x*y% -18750x* y +15625y* 


] Ejercicio 24 


Elevar los siguientes binomios a las potencias que se indican, utilizando el Teorema del Binomio 
de Newton. 


1. (a+b) 6. (2a-byS 

2. (a-bpy Y, (3bx+ 50)" 

3.  (a+tb) 8. (7b?2-9d y 

4. (a+b)y 9. (3b+ 7xy )* 

5: (x- y y8 10. (2xy-3b2 )10 
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Desarrolle mediante la fórmula del binomio. 


116 4 En 4 a 3 
d (+) o +3 o) (*-y) 2 (5+5) 


5 
ERA 


XV FACTORIZACION 


Factorizar una expresión algebraica es hallar 
dos o más factores cuyo producto es igual a la 
expresión propuesta originalmente. La 
factorización puede considerarse como la 
operación inversa a la multiplicación, pues el 
propósito de ésta última es hallar el producto 
de dos o más factores; mientras que en la 
factorización, se buscan los factores de un 
producto dado. 


Factorizar una expresión algebraica es hallar dos o más factores cuyo producto es igual a la 
expresión propuesta. 


La factorización puede considerarse como la operación inversa a la multiplicación, pues el 
propósito de ésta última es hallar el producto de dos o más factores; mientras que en la 
factorización, se buscan los factores de un producto dado. 


Se llaman factores o divisores de una expresión algebraica, a los términos que multiplicados 
entre sí dan como producto la primera expresión. 


Factorización 


A 
2 =2:2-2:3 
2 =2-3-4 
24=4:6 
24=8-3 

A =12-2 
a 


Multiplicación 
Al factorizar una expresión, escribimos la expresión como un producto de sus factores. 
Supongamos que tenemos dos números 3 y 5 y se pide que los multipliquemos, escribiremos 


3x5=15. En el proceso inverso, tenemos el producto 15 y se nos pide que lo factoricemos; 
entonces tendremos 15 =3x5 


Al factorizar el número 20, tendremos 20 =4x3 y 20=10x2. 


Se llaman factores o divisores de una expresión algebraica, a las expresiones algebraicas, que 
multiplicadas entre sí dan como producto la primera expresión. 
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Así en: (3x + 2y) (4 + 2x) = 12x + 6x2 + 8y + 4xy 
3x+2y y 4+2x son factores de 12x + 6x2 + 8y + 4xy 


Descomponer en factores o factorizar una expresión algebraica es convertirla en el producto 
indicado de sus factores. El producto o multiplicación se indica mediante paréntesis, por lo tanto, 
los factores resultantes que darán encerrados entre paréntesis, a excepción cuando uno de los 
primeros factores sea un monomio. 


Si los coeficientes son fraccionarios, se escoge el menor numerador común y el mayor 
denominador común a todos los términos. Si los exponentes son negativos se debe recordar que 
son menores los de mayor valor absoluto. 


En la factorización en general, colocamos multiplicando afuera del paréntesis los valores 
comunes que se repiten en todos los términos de la expresión algebraica que deseamos 
factorizar afectados de su menor exponente y en el caso de los números, el menor número que 
es el máximo común divisor de todos los coeficientes de los términos de la expresión. Adentro 
del paréntesis colocamos lo que nos falta y que multiplicado nos daría cada uno de los términos 
de la expresión original. 


entre 
E 
167 - 24% = 8x ( 2x - 3) 
entre 
MAXIMO COMUN DIVISOR MAXIMO COMUN DIVISOR 
DE LOS COEFICIENTES DE LITERALES 


Literal común 
con menor exponente 


x? 


g8  8x 


15.1 FACTOR MONOMIO COMÚN 
Factorizar a?2+ 2a 


Se obtiene el factor común de los términos con su menor exponente; que en este caso es a y se 
coloca como coeficiente de un paréntesis, dentro del cual escribimos el cociente de dividir a cada 
término entre el factor común. 


Ejemplos: a2+ 2a = a(a+2) 


La factorización de un polinomio se presenta cuando todos los términos tienen un factor común 
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* Factorice el siguiente polinomio: 
12x?y *- 36x?y? - 54x*y? 

* Mayor Factor Común: 6x*y* 

e Factorización: 6x?y*(2x — 6y — 9y?x?) 


a) 3a + 3b = 3(a + b) muaa) Factor común 


numérico 
3a DIE 
LS a b 


b) 2a? + 5a = a(2a + 5) a) tor común 


c) 6y* + 12y? + 9y?=3y"(2y? + 4y + 3) 


22 12% yy 9 y 
A 
variable 


15.2 FACTOR POLINOMIO COMÚN 

Descomponer x(a+b) + m(at+b) 

El procedimiento es idéntico al anterior, solo que en este caso el factor común es un polinomio. 
Así tenemos que el factor común que se repitees(a+b): 


x(a+b)+m(a+b)= (a+b)(x+m) 


] Ejercicio 25 


Descomponer las siguientes expresiones algebraicas: 


L. a3+ ba 9. la+bjox+(a+b)jd 

2. 3a + 3ab 10, [aro xX+Y)+F1ZR+AJAFY) 

3 2X + 3x +x 11. (x+2)x+(2+x)3y+5c(x+2) 

4, Gab + 3bc + 9b 12. (a-Cc)3x+(3x- 4) 3x - (3x - 4) 3x 
5. ++ Zabo 13. (IJ0+2)](3xX+y)+(3c-=2)(3x+y) 
6. 3x2 + 3xy 14. (16c +3) 12bc + ( 16c + 3) + 5bc 

Le 9bc + 2ab + 3bd 15. 7xy (3b2+x) - 9by (3b2+x) 

8. 


5c2b3 + 10cb3 + b3c 16. (12x - 21y)(2b+c)-(2b+c)(3d) 
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15.3 FACTOR COMÚN POR AGRUPACIÓN DE TÉRMINOS. 
Descomponer ax + bx + ay + by 


A primera vista parece no haber un factor común pero podemos factorizarlo ordenando la 
expresión con respecto a una literal común, así, tendríamos: 


Ordenando con respecto a la literal a, se tiene: 
(ax+ay)+(bx+by) 


A continuación se factorizan individualmente, cada uno de los binomios, es decir, se extrae el 
factor común. 


a(x+y) + b(x+y) 


Obsérvese que ahora hay un polinomio común por lo que es posible volver a factorizar, 
obteniendo así el resultado definitivo hasta que este ya no sea factorizable. 


La respuesta es: (x+y)(a+b) 
Por ejemplo, para factorizar el polinomio 4x2+ 20x + 3xy + 15y 


1. Agrupar los términos similares, (4x2 + 20x) + (3xy + 15y) 
2. Factorizar por el máximo común divisor en cada agrupación, 


Ax (x+ 5) + 3y(x + 5) 
3. Nuevamente factorizar el factor común del binomio, 
(x+ 5) (4x + 3y) 


Ejemplo: Factorice completamente 


3 +2x* -12x-8= 
= (31 +2) H-12x-8) 


(3% + 2) -4(3x + 2) 
= (Bx+ 2 lx” -4) 
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Factorizar 
a? + ab + ax + bx 

a(a + b) + x(a + b) = (a + ba + x) 
Factorizar 
am - bm + an - bn 

m(a — b) + n(a - b) =(a — b)J(m + n) 
Factorizar 
ax — 2bx - 2ay + 4by 

x(a - 2b) - 2y(a - 2b)= (a - 2b)(x - 2y) 


7 Ejercicio 26 


Descomponer los siguientes polinomios: 
am + nm + m2 + na 

3x + 6XyZ + y2 + ZX + xy + 9zy 

xy + by + xa + ba 

abc + 9ba + 12dc + 3da 

Gbc + 9ba + 12dc + 3da 

5xbd + 10bxc + 25acd + 50ac? 

k + km + k2+ m 


az + bz + ax + bx 


E 


eih + vih + eaz + vaz 


A E o SE 


E 
e 


XVI TRINOMIO CUADRADO PERFECTO 


Un trinomio es un cuadrado perfecto, cuando es el cuadrado de un binomio. 


Ejemplo: a2+ 2ab + b?2 es un trinomio cuadrado perfecto ya que es el cuadrado de a + b, 
esto es: (a + b)2. 


REGLA PARA CONOCER SI UN TRINOMIO ES CUADRADO PERFECTO 


Los primeros y terceros términos deben tener raíz cuadrada exacta y el segundo término debe 
ser el doble del producto de estas raíces. 


Así e2+ 2ei+i2  esuntrinomio cuadrado perfecto 


Porque: Raíz cuadrada de e2 e 


Raíz cuadrada de ¡2 ¡ 
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Y 2ei es el doble producto de e x ¡ 


REGLA PARA FACTORIZAR UN TRINOMIO CUADRADO PERFECTO 


Se extrae la raíz cuadrada del primer y tercer términos y se separan por el signo del segundo 
término, quedando así un binomio elevado al cuadrado. 


Ejemplos: —factorizar 


FACTORIZACION 
DE TRINOMIOS 


TRINOMIO CUADRADO PERFECTO 
1. FACTORIZAR: id — 12xy + 4 


Raíz cuadrada: 2x 3y 
Verificación del 2(2x)(3y) 
segundo término: 12xy 
Es un trinomio cuadrado perfecto y se factoriza: 
4x? — 12xy + 9y?=(2x — 3y)” 
El signo del segundo término del trinomio es el signo 
del segundo término del binomio. 


Signo > binomio 


ds =( xx + 7 


' Se descompone 
en un binomio al cuadrado 
RAICES 
“2 (x)(7) = 14x 
Signo del binomio 
x? -20x+100 = ( x - 10) 
| | Se descompone 
en un binomio al cuadrado 
RAICES 


2 (x)(10) = 20x 
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ES 1] Ejercicio 27 


Factorizar los trinomios siguientes: 
1) h2 -22hi + ¡2 
) 9x2 - 18xz+ 972 
) 25y* - 30y2z + 922 
) 9a!* - 12a?b3 + 4p6 
) 4a?b2+ 4abc?2 + c* 
6) 25a2? - 10abc? + b?c* 
) 9h* + 6h?ij + 12 
) 9b* + 30b?c + 2502 
) 81x2y2 - 54xyz + 972 


10) h3%+8hi2*z29+ 16x*z5 


11)  81b?c?h?-— 72bchxy + 16x?y2 
12. 9b? - 4bh +4 h? 

9 
13. 4c? +2cx? + ES 


AL. E A ¿7 q? 
16 16 16 


15. 9x?h? + 12xhab + 4a?b? 
16.2 DIFERENCIA DE CUADRADOS PERFECTOS 


Su forma general es: a? - b2 
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Regla: Se extrae la raíz cuadrada del minuendo y del sustraendo (extremos) y se multiplica la 
suma de estas raíces cuadradas por su diferencia entre la raíz del minuendo y la del sustraendo. 


Ejemplos: factorizar 

L -36= (x + 6)(x-6) 

2. 16y" -9=(4y+3) (4y-3) 
s ai 1 cd 

d. ZN o (5 + 5) (5r—- 
a? - pb? = (a+b)(a-b) 

az2n - Qptm = (an + 3b?2m ) (an - 3b2m) 


Nota: Extraer raíz cuadrada de una potencia significa dividir entre dos su exponente. 
81-x?=  (9+x)(9 — x) 
4 = 2 
y'-64= (y? +8)(y?- 8) 


16a*- cé=  (4a? + c3)(4a? — c3) 


00 E (ee) 


] Ejercicio 28 


Factorizar las diferencias de cuadrados siguientes: 


Y] 
No” 


L a! - 4b? 9. (3b2 + c)? - 4x?b8 

2, g0*= pe 10. (9D +242=(5b* = 30]8 
3. 250% = 8Lc* 11. (25b8 - 25c8 

4. 49b?n - 16c* 12. 640*= 16d%* 

D. 4p8 = ¿5005 14. b2 - 49x2y8 

6. (a + b)? - b* 15. 4cf - 100x?y* 

Ea Ax2y? - (a + c)? 


8. (== +yP 
16.3 TRINOMIO DE LA FORMA x2+ bx +c 
Ejemplos de estos trinomios son: 

a+ 3a+2 m2 + 5m - 14 


y2-8y+15 a2-2a- 15 
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Que cumplen con las condiciones siguientes: 


e Elcoeficiente del primer término es 1. 

e El primer término es una letra cualquiera elevada al cuadrado. 

e Elsegundo término tiene la misma letra que el primero con exponente 1, y su coeficiente es 
cualquier número positivo o negativo. 

e Eltercertérmino es independiente de la letra que aparece en el primer y segundo términos y 
es una cantidad cualquiera positiva o negativa. 


Regla para factorizar un trinomio de la forma x2+ bx + c 


El trinomio se descompone en dos binomios, cuyo primer término de ambos es la raíz cuadrada 
del primer término del trinomio, después se buscan dos números que al sumarse nos den el 
segundo término del trinomio y los mismos al multiplicarse nos den el tercer término del trinomio. 


Ejemplos: Factorizar x2+3x+2 = (x+2)(x+1) 


Obsérvese que Vx2 es x, dado que x- x = x?, que es el primer término del trinomio, Que los números 
que sumados dan +3 y multiplicados dan +2, son 1 y 2, porque 2 + 1 = 3 que es el segundo y 
que 2 - 1es = 2 que es el tercer término del trinomio. 


Factorizar: x2 - Tx+12 = (x-3)(x-4) 


Obsérvese que Vx2 es x, dado que x- x = x?, que es el primer término del trinomio, Que los números 
que sumados dan -7 y multiplicados dan +12, son -3 y -4, porque -3 - 4 = -7 que es el segundo y 
que -3 - -4 es = +12 que es el tercer término del trinomio. 


Factorizar Se observa que: 
Xx + 2x - 15 = (x - 3Mx + 5) -3+5=2y 
(-3)x(5) = -15 
Factorizar Se observa que: 
Xx - 5x — 14 = (x - 7)(x + 2) -7+2=-5y 


(-Mx(2) = -14 
Se observa que: 
-5 -8 = -13 y 
(-5)x(-8) = 40 
Este tipo de trinomios también se pueden resolver encontrando sus raíces utilizando la fórmula 


general para ecuaciones de segundo grado, así las raíces que se encuentren serán los segundos 
términos de cada binomio, pero con signo contrario al que poseen. 


Factorizar 
a? - 13a + 40 = (a - 5)(a - 8) 


Ejemplo: Encontraremos las raíces del trinomio anterior utilizando la fórmula general para 
ecuaciones de segundo grado: 


Matemáticas para Genios ReprobadosO) AntúnezBook Tomo | 
E > III q ___ o É—<—É—Á e 


El trinomio se ordena con respecto a la letra que está elevada al cuadrado, teniendo como 
referencia que de acuerdo a la forma cuadrática ax2+ bx + c, a es el coeficiente de x? y que en 
este caso siempre será 1 y que b con su signo será el coeficiente de x y el término independiente 
con su signo será c. 


Así a bc 
x2 - Tx+ 12 * Sólo los coeficientes a, b, y c son los que toman el signo. 
Sustituimos en la fórmula general para ecuaciones de segundo grado: a=1, b= -7, c= 12 


Así tenemos que: 


 EDEJCTY 402) 


2(1) 
y TENA9-48 _ TEN 
Z 2 
7+1 8 7-1 6 
X; A = -— = 4 Xx, = — = — =3 
2 2 2 2 


Así las raíces buscadas son: 4 y 3 y por lo tanto la respuesta, se escribe como: 


(x- 4) (x- 3). Note que las raíces quedan con su signo cambiado. 


Ejercicio 29 


Factorizar los trinomios: 


L + Tx FLO 11. x2 - 5x- 36 

Ze x2 + 3x - 10 12. n2- 6n - 40 

3. a2 + da + 3 13. a? - 2a- 35 

4, y? - 9y + 20 14. m2+13m - 30 
D. x2 - 9x+8 15. 2+15x +56 
6. x= 3x +2 16. a2+7a-60 

Ye a2+7a+6 17. m2 - 20m - 300 
8. 12 - 8n + n2 13. (2+240+135 
9. a? + 7a - 18 19. m2 - 30m - 675 
10. —x2-7x+30 20. m2 - 8m - 1008 


XVII LENGUAJE ALGEBRAICO 


El lenguaje que usamos en operaciones aritméticas en las que sólo intervienen números se llama 
lenguaje numérico. 
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En ocasiones empleamos letras para representar cualquier número desconocido, realizamos 
operaciones aritméticas con ellas e, incluso, las incluimos en expresiones matemáticas para 
poder calcular su valor numérico. 


El lenguaje que utiliza letras en combinación con números y signos, y, además, las trata como 
números en operaciones y propiedades, se llama lenguaje algebraico. 


El lenguaje algebraico es una forma de traducir a símbolos y números lo que normalmente 
tomamos como expresiones particulares. De esta forma se pueden manipular cantidades 
desconocidas con símbolos fáciles de escribir lo que permite simplificar teoremas, formular 
ecuaciones e inecuaciones y el estudio de cómo resolverlas. Este lenguaje nos ayuda a resolver 
problemas matemáticos mostrando generalidades. 


El lenguaje algebraico constituye el lenguaje de las matemáticas y por lo tanto de la ciencia en 
general, razón por la cual es importante saber interpretar las expresiones algebraicas en el 
lenguaje común y por supuesto, es necesario saber traducir del lenguaje común al lenguaje o 
notación algebraica, principalmente en las aplicaciones a la vida real. Generalmente, las 
cantidades o números desconocidos (incógnitas) las representamos por variables, siendo las 
más utilizadas x, y, Z. 


1 
Palabra Significa Petete Sigpitles 
qAAAAAKÁÉA<A A ÓAKÁ AFA ÁAÁÓA OA A NA Suma resultado de una suma 
Aumentado más o sumado a Diferencia resultado de una resta 
Disminuido menos o restado de Producto resultado de una multiplicación 
Razón cociente Cociente resultado de una división 
Proporción cociente Doble, triple,... multiplicar por 2, 3, etc. 
¡A a Mitad, tercio,... dividir entre 2, 3, etc. 
na itad d Cuadrado resultado de elevar al cuadrado 
mi mita en Cubo resultado de elevar al cubo 
Cuarta potencia elevar a la potencia 4 
Raíz cuadrada calcular raíz cuadrada 
Raíz cúbica calcular raíz cúbica 


Como dueños de la Juguería “Las Quince Letras” me mandaban a surtir 40 Kg de naranja, 30 Kg 
de manzana y 20 Kg de zanahoria. Para acordarme del pedido lo memorizaba como 40n, 30m y 
20z. En el primer puesto de Doña Lucrecia surtía 20 Kg de naranja, 16 Kg de manzana y 12 Kg 
de zanahoria, por lo que realizaba las restas: 40n - 20n = 20 n, 30m - 16m = 14m y 20z - 12z 
= 8z, para saber los kilogramos de fruta que me faltaba surtir en el siguiente puesto. De esta 
forma, utilizaba el lenguaje algebraico y las operaciones algebraicas. 


EJEMPLOS DE FRASES DEL LENGUAJE COMÚN TRANSFORMADAS A 
LENGUAJE ALGEBRAICO 


Una cantidad desconocida Xx 
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Dos veces un número (duplo) 2 

Tres veces un número (triple) 3X 

Cuatro veces un número (cuádruplo) Ax 

Un número menos 7 x-7 

12 menos un número 12 -x 

Un número incrementado en 3 ES 

Un número disminuido en 4 x-4 

La suma de dos números xy 

La diferencia de dos números X-y 

La mitad de un número Yx 0x/2 
La tercera parte de un número x/3 

La cuarta parte de un número Yax o x/4 
El doble de un número más el triple de otro DES 

La suma de tres números AZ 

El producto de tres números XyZ 

El cuádruplo de un número menos el doble de otro Ax - 2y 

Un número por el cuadrado de otro xy? 

El triple de un número por el cubo de otro SY 

La suma de dos números es igual a 18 x+y=18 
La suma de tres números es igual la raíz de otro X+Y+Z=0Ww 
e de un número menos el duplo de otro es mayor que 3x- 2y > 10 


El producto de dos números dividido por su suma es 64 Xy / (x+ y) = 64 
La suma de 3 números consecutivos er a EZ 
La suma de 3 números pares consecutivos (x par) Xx +x+2 + x+4 


El área de un trapecio es igual al producto de la semisuma A= h (B+ b)/2 
de sus bases mayor y menor (B, b) por su altura (h) 


El cuadrado de un binomio es igual al cuadrado del primero  (x+y)?= x2+ 2xy+y2 
(9, más el doble producto del primero por el segundo (y) y 
más el cuadrado del segundo. 


El cuadrado de la hipotenusa (a) es igual a la suma del a2= b2+ c2 
cuadrado de los catetos (b y c) 
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El área de un circulo es igual al producto del número pi ( 1) A= 712 
por su radio al cuadrado 


El producto de la presión (P) por el volumen (V) en un gas PV=k 
permanece constante (k) 


La fuerza (F) es directamente proporcional al producto de la Foc ma ó F= ma 
masa por la aceleración (a). 


La presión (P) es inversamente proporcional al volumen (V) Pxk/V o P=k/V 
en un gas 


El símbolo oc significa “proporcional a”. 


Ejercicio 30 
Escribir la expresión algebraica de cada una de las frases comunes siguientes: 
1. Lastres cuartas partes de un número. 
La mitad de la suma de dos números. 
La mitad de la diferencia de dos números. 
El doble de un número más uno. 
El quíntuplo de un número menos tres. 
Dos números cuya suma es 120. 
Dos números cuya diferencia sea 80 


El área de un cuadrado es igual a la longitud de su lado al cuadrado. 


E 


El producto de la suma de dos números por su diferencia es 12 
10.El cociente de dos números multiplicado por su suma es 128 

11.La suma de 3 números impares consecutivos (x impar) 

12.La suma de cuatro números cualesquiera. 

13.El área de un cuadrado es igual a la longitud de su lado al cuadrado. 


14.El cubo de un binomio es igual al cubo del primero (x), más el triple producto del primero 
al cuadrado por el segundo (y), más el triple producto del primero por el segundo al 
cuadrado y más el cubo del segundo. 


15.La hipotenusa (a) es igual a la raíz cuadrada de la suma del cuadrado de los catetos (b y 
c) 


16.El volumen de un cilindro circular recto, es igual al producto del número pi (1) por su radio 
al cuadrado y por su altura (h). 


17.El producto del área (Ax) por la velocidad (Vx) de un líquido a la entrada de un tubo, es 
igual al producto del área (A2) por la velocidad (V2) de un líquido a la salida de dicho tubo 


O E 
2 [287 |< 
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18.La fracción cuyo numerador es igual a 4 veces el denominador menos tres unidades 


Hay algunos trucos sencillos para adivinar números, los cuales siguen algunas operaciones 
consecutivas, que si se escriben utilizando el lenguaje algebraico, fácilmente hallaremos el truco 
que utiliza el adivino. Por ejemplo: 


x 


ES 

(x +5) x 2 = 2x + 10 
2x+ 10 - 2=2x+8 
(2x+8)/2=x+4 


Ahora el adivino pide el resultado, y para adivinar el número solo le tiene que restar 4 y le quedará 
el número pensado originalmente. 


Esto es: x+4-24=x Queda el número pensado. 


Por ejemplo, supongamos que alguien piensa el número 7, se obtiene: 


a] 


7+5=12 
12x2=24 
NS 
22/2= 11 


Cuando le decimos al adivino el resultado 11, entonces le resta 4 y obtiene 7; y por lo tanto nos 
dice que el número que pensamos fue el 7. 


Es muy importante también, poder interpretar en el lenguaje común las expresiones algebraicas. 


EJEMPLOS DE FRASES TRANSFORMADAS DEL LENGUAJE ALGEBRAICO 
AL LENGUAJE COMUN 


El capital final (C) es igual al capital inicial (c) más el producto 
del capital inicial (c) por el rédito (r) y por el tiempo (t) que 
duró el préstamo. 


El capital inicial (c) es igual al interés simple (i) dividido entre 
el producto del rédito (r) por el tiempo del préstamo (t). 
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r=(C=C)/ct 


V = 4/3 re r3 


V=IR 


I=E/(R+r) 


W=V1/746 


Po Vo = PV 


L=Lo+aLo(T - To) 


d =Vot + Y gt? 


A=x pr 


SenA = a/c 


C= 5/9 (F - 32) 


El rédito (r) es igual a la diferencia entre el capital final (C) y 
el capital inicial (c) dividida entre el producto del capital 
inicial (c) por el tiempo (t). 


El volumen de una esfera (V) es igual al producto de 4/3 de 
Tt por su radio (r) al cubo. 


El voltaje aplicado (V) en un circuito eléctrico es igual al 
producto de la corriente resultante (l) por su resistencia (R). 


La corriente resultante (I) en un circuito es igual al voltaje en 
la batería (E) dividido entre la suma de la resistencia del 
circuito (R) y la resistencia interna (r) de la batería. 


La potencia de un motor eléctrico (W) en caballos de vapor 
es igual al producto del número de volts (V) por el número de 
amperes (l) y dividiendo entre 746. 


La ley de Boyle expresa que el producto de la presión inicial 
(Po) por el volumen inicial (Vo) es igual al producto de la 
presión final (P) por el volumen final (V) 


La longitud final (L) de un sólido es igual a su longitud inicial 
(Lo) más el producto del coeficiente de dilatación lineal (a) 
por la longitud inicial y por la diferencia entre la temperatura 
final (T) y la temperatura inicial (To). 


La distancia recorrida (d) por un cuerpo en caída libre es igual 
al producto de su velocidad inicial (vo) por el tiempo 
transcurrido (t), más la mitad del producto de la aceleración 
de la gravedad (g) por el tiempo transcurrido (t) al cuadrado. 


El área de un círculo (A) es igual al producto del número T por 
su radio (r) al cuadrado. 


El seno del ángulo A es igual al cociente entre el cateto 
opuesto (a) y la hipotenusa (c) de un triángulo rectángulo. 


La temperatura en grados centígrados (C) es igual al 
producto de 5/9 por el número de grados Fahrenheit  (F) 
disminuidos en 32. 


Escribir las frases comunes de cada una de las expresiones algebraicas siguientes: 


EXPRESIÓN ALGEBRAICA 


1. 2x+3y + 4z 


SIGNIFICADO DE LAS VARIABLES 


X, y, z son tres números cualesquiera. 
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x, y son dos números cualesquiera. 
X, y, z son tres números cualesquiera. 
a, bson dos números cualesquiera. 
F = fuerza, m = masa, a = aceleración. 


a, b, c son tres lados de un triángulo y C es el ángulo 
opuesto ac y formado por a y b. 


S = semiperímetro de un triángulo; a, b, c son los lados de 
un triángulo. 


P = población futura, Po = población inicial, 
r = razón de crecimiento y n = número de años. 


W = trabajo realizado por una fuerza, F = fuerza, d = 
distancia a través de la cual se mueve la fuerza. 


V = velocidad del sonido en el aire; t = temperatura del aire 
en *C. 


F = fuerza eléctrica entre dos cargas puntuales; 


K = constante, q1 y Q2 = cargas eléctricas puntuales, r = 
distancia entre las cargas. 


H = caballos de potencia de una barra giratoria; 


n = revoluciones por minuto, T = momento de torsión 
producido. 


XVI IGUALDADES 


En matemáticas, un enunciado en el que dos expresiones denotan el mismo objeto matemático 
se llama igualdad matemática. Dos objetos matemáticos son considerados iguales si los objetos 
poseen el mismo valor. Por ejemplo, la frase «la suma de tres y dos» y la expresión «cinco» se 
refieren al mismo objeto matemático, un cierto número natural. La expresión «es igual a» o «es 
lo mismo que» se suele representar en matemáticas con el signo =. 


Una igualdad es una relación entre dos expresiones que están unidas por el signo =. A la 
expresión del lado izquierdo se le llama primer miembro y a todo lo que está del lado derecho 
segundo miembro. En este libro al primer miembro le llamaremos lado izquierdo y al segundo 
miembro le llamaremos lado derecho. Usaremos miembro indistintamente como lado. 


Lados de la Igualdad 


12 x + 5] = 65 


Izquierdo Derecho 
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No importa cuántos términos tenga un miembro y cuantos términos tenga el otro, el signo igual 
(=) nos indica que todo lo que está del lado izquierdo es exactamente igual a lo que está del lado 
derecho. 


Por ejemplo, la igualdad x2 - x+ 12 = 0. Su primer miembro se compone de 3 términos y el 
segundo miembro sólo de un término (0), sin embargo, ambos son iguales. Es decir, al sustituir 
algún valor de x y hacer las operaciones indicadas, en el primer miembro debe dar como 
resultado 0. 


Una igualdad funciona en forma similar a una balanza equilibrada; la balanza se mantendrá en 
equilibrio mientras se le agreguen o quiten los mismos pesos a ambos platillos; de la misma 
forma, si a una igualdad se le agregan o quitan los mismos términos o cantidades a sus 
miembros, la igualdad se conserva. 


PRIMER SEGUNDO 
MIEMBRO MIEMBRO 


IGUALDAD 


Mientras que en la balanza son pesos de objetos los que se colocan en los platillos, en la igualdad 
los platillos serían los miembros, los cuales contienen términos o cantidades. 


IGUALDAD 


/ TÉRMINOS 1 _  / TÉRMINOS N 
CANTIDADES | CANTIDADES | 


A 
p J N A 


A 
AN 


BE ss É ds a 


PRIMER SEGUNDO 
MIEMBRO MIEMBRO 


Si en el platillo izquierdo de la balanza tenemos 30 Kg, en su platillo derecho también debemos 
tener 30 Kg para que la balanza esté en equilibrio y la igualdad se conserve, no importa si en un 
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lado hay 2 barriles de 20 y 10 Kg y en el lado derecho hay 4 pesas de 5 Kg y una de 10 Kg, de 
todos modos ambos lados pesan lo mismo. 


Axiomas de igualdad de objetos 
Dados tres objetos x, y, Z: 
La igualdad se define como una a relación que cumple los siguientes axiomas: 


.  reflexividad o principio de identidad: x = x, 

. Simetría: si x= y entonces y = Xx, 

+ transitividad: si x= ye y=zZ, entonces x=Z. 

e sidos símbolos son iguales, entonces uno puede ser sustituido por el otro. 


Leyes de la igualdad 


Dado un conjunto S, dotado de las operaciones de suma y multiplicación. Si a, b, c, d son cuatro 
elementos en S, entonces para la relación de igualdad (=) se cumplen las propiedades 
siguientes: 


e sia=byc=dentonces 
o a+c=b+ad, 
o ac=bd, 
. regularidad de la suma: trabajando con números reales o complejos sucede que si 
a+c=b+c, entonces a = b. 
. regularidad condicional de la multiplicación: si ac =bc y c no es el neutro de la suma en 
S, entonces a = b. 


En las igualdades se cumplen las siguientes propiedades: 


PROPIEDAD REFLEXIVA a=a 
Por ejemplo, sí x= 7, entonces 7 =Xx. 
PROPIEDAD SIMÉTRICA Sía = b, entonces b= a 


Por ejemplo, sí x+3=y, entonces y = x +3 


Sí  y=x2+2x- 12, entonces x2 + 2x - 12 = y 


Nota que podemos intercambiar los miembros de una igualdad sin que ésta se altere, es decir, 
el primer miembro puede pasar a ser el segundo miembro y viceversa. 
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PROPIEDAD TRANSITIVA Sía=b y b=cCc, entonces a =C. 
Por ejemplo, síx= c y c= 3y, entonces x=3y0 3y=xX. 


Por ejemplo, sía= x y x= 21, entoncesa=21 021=a. 


18.2 PROPIEDADES IMPORTANTES DE LAS IGUALDADES 


La propiedad principal de las igualdades establece: “Si a ambos miembros de una igualdad se 
les aplica una misma operación, entonces la igualdad se conserva”. De ésta propiedad principal 
se derivan todas las demás propiedades, a las cuales también se les llama axiomas de las 
igualdades. 


PROPIEDAD DE LA SUMA Y RESTA: Si se suman o restan cantidades iguales a los dos miembros 
de una igualdad, la igualdad no se altera. 


Si se suman miembro a miembro varias ¡gualdades, se obtiene otra igualdad. 
Por lo tanto, si x - y = z, se puede sumar y a ambos miembros y obtener x = y + z. 


Si se restan miembro a miembro varias igualdades se obtiene otra igualdad. 
Por lo tanto, si x + 2 = 5, se puede restar 2 a ambos miembros con lo que se obtiene x = 3. 


Por ejemplo, a la igualdad x+5= 15, le restamos 5 a ambos miembros, queda: 


x+5b-5=15-5b, estoes:x+0= 10, osea: x= 10. 
Comprobación: x+5b=15, por lo tanto, sustituyendo x por su valor hallado, 
Queda: 10+5=15, 15 = 15 ok. 


Por ejemplo, a la igualdad x- 7 = 20, le sumamos 7 a ambos miembros, queda: 
x-7+7=20+7, estoes:x+0=27, osea: x= 27. 
Comprobación: x-7=20, por lo tanto, sustituyendo x por su valor hallado, 
Queda: 27-7=20, 20=20 ok. 


Transposición de la suma: Pasa a restar al 2do 


miembro " ¿illa * a Generalmente, esta propiedad en la práctica se 
PX... aplica como “Si una cantidad está sumando en un 


miembro pasará restando al otro miembro y sí 
Transposición de la resta: Pasa a sumar al 2do  *stá restando entonces pasará sumando”. 


miembro " 
== -——] ap 
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Pasar de un miembro a otro, significa 
pasarlo de su posición actual al 
IGUALDAD otro lado del signo =. Nota que al 
pasarlo, desaparece de donde 
. estaba y que pasan términos 
_—— E completos y no partes de él. Los 
+TÉRMINOS 1 - TÉRMINO) términos se separan con los signos 
+ y-. 


Pasar de un miembro a. otro, 
significa pasarlo de su posición 


PRIMER SEGUNDO actual al otro lado del signo =. Nota 
MIEMBRO MIEMBRO que al pasarlo, desaparece de 


donde estaba. 


Por ejemplo, en la igualdad x + 8 = 21, como el 8 está sumando en el primer miembro pasa 


restando al segundo miembro, queda: x=21-8, estoes: x= 13. 
Comprobación: x+8=21, por lo tanto, sustituyendo x por su valor hallado, 
Queda: 13+8=21, 21=21 ok. 
Por ejemplo, en la igualdad x - 9 = 16, como el 9 está restando en el primer miembro pasa 
sumando al segundo miembro, queda: x = 16 + 9, esto es: x=25. 
Comprobación: x-9=16, por lo tanto, sustituyendo x por su valor hallado, 


Queda: 25-9=16, 16=16 ok. 
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Regla de la suma 


Regla de la suma y transposición de términos 


Si a los dos miembros de una ecuación se les suma o se les resta el mismo 
número o la misma expresión algebraica. se obtiene otra ecuación equivalente 
a la dada. 


Ejemplo: — Para resolver la ecuación 5x -7=28 + 4x 
Restamos 4x: -. —————.. 5x-7-4x=28 + 4x - 4x 
Sumamos 7: ————=w 5x-7-4x+7=28+ 4x-4x+7 


Operamos: x=35 


Aplicar la regla equivale a transponer términos, pasándolos de un miembro a 
otro cambiándolos de signos. 


En la práctica 5x - 7 = 28 + 4x 
Se pasa 4x al primer miembro restando: 5x - 7 -4x = 28 
Se pasa 7 al segundo miembro sumando: 5x - 4x = 28 +7 
Se opera: x=35 


PROPIEDAD DE LA MULTIPLICACIÓN Y DIVISIÓN: Si se multiplican o dividen por cantidades 
iguales a los dos miembros de una igualdad, la igualdad no se altera. 


Se debe de multiplicar o dividir sólo por una cantidad diferente de 0. 


Si se multiplican miembro a miembro varias igualdades se obtiene otra igualdad. 
Por lo tanto, si se multiplican por 4 los dos miembros de la igualdad Y4 y = 2x? se obtiene y = 8x2. 
Análogamente, si los dos miembros de 9/5 C = F- 32 se multiplican por 5/9 se obtiene: 


C=59(F-32) 


Si se dividen miembro a miembro varias igualdades se obtiene otra igualdad, siempre que no si 
divida entre cero. 


Por lo tanto, si se dividen los dos miembros de la igualdad - 4x = - 12 por - 4, se obtiene x = 3. 


De manera similar, en la igualdad E = Rl se pueden dividir los dos miembros entre R %x O, 
obteniéndose | =E/R. 


Por ejemplo, a la igualdad Y4 x = 6, multiplicando por 4 a ambos miembros, queda: 
(4) (Y4 x) = (4) (6), estoes:x=6(4) osea: x= 24. 


Comprobación: Yax = 6, por lo tanto, sustituyendo x por su valor hallado, 
Queda: Ya (24) = 6, 24/4=6, 6=6 ok. 


Por ejemplo, a la igualdad 2x= 16, dividiendo entre 2 a ambos miembros, queda: 
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2x/2=16/2, esto es: x=16/2, osea: x=8. 
Comprobación: 2x= 16, por lo tanto, sustituyendo x por su valor hallado, 
Queda: 2 (8) = 16, 16= 16 ok. 


1 idiéñdel Itiplicación: P dividi Generalmente, esta propiedad en la 
ransposición de la multiplicación: Pasa a dividir práctica se aplica como “Si una cantidad 
> / — Y = está multiplicando en un miembro pasará 


dividiendo al otro miembro y sí está 
Transposición de la división: Pasa a multiplicar dividiendo entonces pasará 


" a. * multiplicando”. 
su IE 


Nota que al pasarlo, multiplicará_o 
dividirá a TODO el miembro al cual 
se pasa y conservará el signo que 
tenga. La palabra todo es 
fundamental en esta propiedad, 
ya que si el factor o divisor no 
multiplican o dividen a todo el 
miembro, no podrá pasar al otro 
miembro. 


Nota que al pasarlo, multiplicará o 
dividirá a todo el miembro al cual 
se pasa. 


Por ejemplo, a la igualdad 4x = 36, el 4 está multiplicando en el primer miembro y pasa 


dividiendo al segundo miembro, queda: x =36/4  estoes: x=09. 
Comprobación: 4x = 36, por lo tanto, sustituyendo x por su valor hallado, 
Queda: 4 (9) = 36, 36 =36 ok. 


Por ejemplo, a la igualdad x / 5 = 8, el 5 está dividiendo en el primer miembro y pasa 
multiplicando al segundo miembro, queda: 


x=8(5), esto es: x=40. 
Comprobación: x/5=8, por lo tanto, sustituyendo x por su valor hallado, 
Queda: 40/5=8, 8=8 ok. 


En igualdades más completas, se aplican siempre las dos propiedades, generalmente, se usan 
para despejar una incógnita y resolver una ecuación de primer grado con una incógnita. Pero 
para resolverla, necesitamos despejar la incógnita, lo que significa pasar todos los términos o 
cantidades al lado derecho del igual (=) y dejar sólo la incógnita del lado izquierdo. Para esto, 
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primero se realiza la reducción de términos semejantes en ambos lados de la igualdad y después 
se aplican sus propiedades, primero la de la suma y la resta y al final la de la multiplicación y 
división. Ejemplos: 


Resolver la ecuación: 4A(x—10)=-6Q-x)-5x 
* Quitar paréntesis: ) 

4x-—40=-12+ 6x-— 5x 
* Pasar la incógnitaal 1% miembro | 


y los númerosal 2”: 
4x —6x + 5x =-12+40 


* Reducirtérminos semejantes: | 
328 
* Despejar la incógnita: | 
x=28/3 
1) Resolver -8x + 48 = 24 


Como 48 está sumando en el primer miembro pasa restando al segundo miembro: 
-8x = 24 - 48 =-24 


Despejando la incógnita, como el -8 está multiplicando en el primer miembro pasa a dividir al 
segundo miembro, esto es: x= -24 / -8=3 


Comprobación: 


-8x + 48 = 24, por lo tanto, sustituyendo x por su valor hallado (3), 
Queda: -8(3) + 48 = 24, 
-24 +48= 24 


24 =24 ok. 


2) Resolver x/5-65 =15 
Como 65 está restando en lado izquierdo pasa sumando al lado derecho del igual: 
x/5=15+65=80 


Despejando la incógnita, como el 5 está dividiendo en el primer miembro pasa a multiplicar al 
segundo miembro, esto es: x=80x5=400 


Comprobación: x/5-65 =15, 
Por lo tanto, sustituyendo x por su valor hallado (400), 
Queda: 400/5 -65 =15, 
80-65= 15 
15 =15 ok. 


E TE 
2 [zar |< 
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3) Resolver 7x- 18 - 5x+ 12 =20 


Reduciendo términos semejantes en ambos miembros, ordenando primero los términos 
positivos y luego los negativos, queda: 


Tx - Bx+ 12 - 18=20 
Restando términos semejantes: 

2x-6=20 
Como 6 está restando pasa sumando: 2x=20+6=26 


Despejando la incógnita, como el 2 está multiplicando pasa a dividir al segundo miembro, esto 
es: 


x=26/2=13 
Comprobación: 
7x- 18 - 5x+ 12 = 20, por lo tanto, sustituyendo x por su valor hallado (13), 
Queda: 7(13) - 18 - 5(13) + 12 = 20, 


91 - 18 - 65+ 12= 20 
91 + 12 - 18 -65= 20 
103 - 83 = 20 

20= 20 ok. 


4) Resolver -3x+ 11 + 13x - 5x- 23 = 38 


Reduciendo términos semejantes en ambos miembros, ordenando primero los positivos y luego 
los negativos, queda: 


13x - 3x-5x+ 11 - 23 = 38 
13x - 8x + 11 - 23 =38 

Restando términos semejantes: 

5x - 12 = 38 

Como 12 está restando pasa sumando: 
5x = 38 + 12 =50 


Despejando la incógnita, como el 5 está multiplicando pasa a dividir al segundo miembro, esto 
es: 


x=50/38=10 


Comprobación: 


-3x + 11 + 13x - 5x- 23 = 38, por lo tanto, sustituyendo x por su valor hallado (10), 
Queda: -3(10) + 11 + 13(10) - 5(10) - 23 = 38, 

-30 + 11 + 130 - 50-23= 38 

11 + 130 - 30 - 50-23= 38 
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141 - 103 = 38 
38 = 38 
5) Resolver 8x+ 23 - 5x + 3x + 18 - 2x= 4x - 27 + 3x - bx + 17 -9 


Reduciendo términos semejantes en ambos miembros, ordenando primero los positivos y luego 
los negativos, queda: 


8x + 3x - Bx - 2x + 23 + 18 = 4x + 3x - 5x+ 17 - 27-9 
11x - 7x+ 41 = 7x - 5x+ 17 - 36 

Restando términos semejantes: 

4x + 41 = 2x - 19 


Pasando la incógnita al lado izquierdo y el número al lado derecho, aplicando la propiedad de 
que si está sumando pasa restando y viceversa, queda: 


Ax - 2x=-19- 41 
2x=- 60 


Despejando la incógnita, como el 2 está multiplicando pasa a dividir al segundo miembro, esto 
es: 


=-60/2=-30 


6) Resolver -6x - 17 - 5x+ 7x+ 19 - 3x= - 7x- 16 + 9x - 4x + 27 - 8 


Reduciendo términos semejantes en ambos miembros, ordenando primero los positivos y luego 
los negativos, queda: 


YX -6x - Bx - 3x+ 19 - 17 = 9x- 7x - 4x+ 27 - 16-8 
Y7x - 14x+ 2 = 9x - 11x + 27 - 24 

Restando: 

JIAP ER S 


Pasando la incógnita al lado izquierdo y el número al lado derecho, aplicando la propiedad de 
que si está sumando pasa restando y viceversa, queda: 


-1x+2x=3-2 
-5x=1 


Despejando la incógnita, como el -5 está multiplicando pasa a dividir al segundo miembro, esto 
es: 


x=1/-5=-1/5 
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Sabemos que: 


En toda igualdad podemos multiplicar Xx 
por un mismo número a los dos 2 30-2 


miembros de la misma, sin que deje de 
ser cierta. 


Simplificamos... —> =60 


Y obtenemos la x despejada con el 
valor que hace cierta la igualdad, x=60 
hallado. Es decir, la solución. 


Ejemplos de Igualdades con coeficientes fraccionarios: 


ExmueLo 1 — Resolver la ecuación Pai = +1+2 


2 1 
]> — A - 2 1 
) z* 78 + 
2*) Ls 
20 
3-) O. REE 
3 
20 


A 


EsexrLo 11. — Resolver la ecuación Z- 4 Z + 
2" 4"38'1 
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Ejemplo IL. 92 _ (+3) 
3 2 
+18(x — 2) = 3(x +3) 
l8x-36 = 3x +9 


18x-—3x =9+36 


5 =. 43 
=D 
pa 
m3 


PROPIEDAD DE LA POTENCIACIÓN: Si los dos miembros de una igualdad se elevan a un mismo 
exponente, la igualdad no se altera. 


Si se elevan al mismo exponente los dos miembros de una igualdad, se obtiene otra igualdad. 


Por lo tanto, si T= 277V1/g, entonces 7* = (27 Vl/g)? = 47"1/g. 


Por ejemplo: 


Sea v = ./2gh 
Si deseamos despejar h 


Elevamos al cuadrado ambos miembros 
Queda: 


(v) =(2ehy 
v” = 2gh 
Como 2g está multiplicando, pasa dividendo: 
> y 
2 
PROPIEDAD DE LA RADICACIÓN: Si a los dos miembros de una igualdad se les extrae una misma 
raíz la igualdad no se altera. 


Si se extrae la raíz enésima de los dos miembros de una igualdad se obtiene otra igualdad. Así, 
33 V 


sir” = sy entonces r= — 
47 47 


Por ejemplo: 
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Sea x"+y? =r 
Si deseamos despejar y 

Pasando x* al otro lado del igual: 

y? =p 

Extrayendo raiz cuadrada a ambos miembros 
Queda: 


Finalmente: 


y = fp? A 
Los recíprocos de una igualdad son iguales, siempre y cuando el recíproco no sea cero. 
Por lo tanto, 1/x = 1/3, cuando x = 3. De la misma forma, 


i A Mb entonces R= JR 
R R¡Ro Ri + Ro 


Utilice los axiomas de igualdad para resolver cada una de las ecuaciones siguientes: 


a 2(x+ 3) = 3(x— 1), 2x+ 6 = 3x-— 3: 
Trasponiendo términos: 2x — 3x= —6 — 3, — x= —9: Multiplicando por —1: x= 9: 
Comprobación: 2(9 + 3) = 3(9 — 1), 24 = 24: 


D 3+2= 


Multiplicando por 6: 2x + x= 6, 3x= 6: Dividiendo entre 3: x= 2: 
Comprobación: 2/3 + 2/6 =1,1=1: 


18.3 CLASIFICACIÓN DE LAS IGUALDADES 
ECUACIONES E IDENTIDADES 


Ecuación: es aquella igualdad que sólo se cumple para algunos valores de las literales que la 
componen. 


Por ejemplo, la ecuación 3x + 9 = 24, sólo se cumpla para x = 5, esto es: 
3(5) + 9 = 24 
15+9=24 
24 =24 Ok. 


Por ejemplo, la ecuación: 


x2+x- 6=0,solo se cumple cuandox=2 y x=-3. 
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Esto es: Para x= 2, (22+2-6=0 
4+2-6=0 
6-6=0 
0O=00k. 

También: Para x = -3, (-3)2+(-3) -6=0 
9-3-6=0 
9-9=0 
O=00k. 


¿Qué es una ecuación? denise ada 


que se cumple para cualquier 
_ _———  ——— ———eÁÚÁ AAA<á=<=——_—_———— Valor de las literales que la 
E componen. 

Una ecuación es una 
igualdad donde por lo menos 
hay un número desconocido, 
llamado incógnita o variable, 
y que se cumple para 
determinado valor numérico 
de dicha incógnita. 


12x+5=65 entonces x=5 


Por ejemplo, la identidad (a + 
b)? = a2 + 2ab + b?, se cumpla 
para cualquier valor de a y b, 
por ejemplo, seaa=6 y b=3, 
queda: (6 + 3)? = 62 + 
2(6)(3) + 32 


(9)? = 36 + 36 + 9 


81 = 81 Ok. 


Por ejemplo, la identidad (x + y)(x - y) = x? - y2, se cumpla para cualquier valor de x e y, por 
ejemplo, seax=4 e y= 2, queda: (4 + 214 - 2) =42- 22 


(6)/(2) = 16 - 4 
7 Ejercicio 32 


12 = 12 Ok. 
1) Utilizando las propiedades de las igualdades resolver las siguientes ecuaciones: 


LL. 24: +12 =24 
e. X= 20==5 
SH TR = LT 

4. YAx=12 

5. 2x+ 10 
6 
Y 
8 
ne 


IX +1 


. Yox-8=Y4x-5 

. Ax - 12+ 3x+ 9- 5x-24+6-x+ 12=0 
. 15x+YWx + Y4x= 12600 
-X+FX>+1+x+3 =216 
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LO, 2x =Xx + 12 +.4x +30 =57 


2) Utilizando las propiedades de las igualdades resolver las siguientes ecuaciones: 


(1D) 3(x + 2) = -2(3 — 2x) 

(2) - 2(1 — 2x) — (1 -— 2x) = =x -— 2 

(3) 3x + 2(x — 2) = 5x — 4 

(4) 2x+4= 3x + 3(x-2)-4 

(5) 5Qx — 2) — 4x = -3(2-— x) 

(6) 50 — [3(2x — 3) — 2(2x — 1)] = 23 

(1) (+1? =x?4+3x-5 

(8) (Qx — 1)? + x(x — 2) = 5x(x — 3) 

(9) (2x — D)(3x + 2) — (x— 2)? = 5x(x-2)+4 

(10) (x + 2)? + (3x — 1)(x + 2) = (3x + 4)? — 5x(x + 3) 


3) 
Determina el valor de x en las siguientes ecuaciones fraccionarias de primer grado: 
Di+tas 
2 3 
AICA 
Ss 
)21+222x+1 
4 
03+6-2.%43 
2 5 
a x 3 2. .,2 
) =x == === —=--=x+- 
6 18 4 12 9 3 
02x1+2-fim1421+2 
8 5 2 
4x+5 8x-3 5-3x 3+5x 3 
7) - + ze += 


8 6 3 2 4 
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XIX DESPEJE DE FÓRMULAS 


Despejar es un proceso que consiste en 
“Ce “sz : E in r ran 
modificar una ecuación hasta que la variable o ESto Sin duda trae grandes 
problemas a los estudiantes 


incógnita quede aislada en uno de los  hoyen día, es por eso que es 


miembros de la igualdad. ds rm importancia 
abordarlo. 


Para ello lo primero que haremos será entender el concepto de despeje: El hecho que tengamos 
que aprender a despejar una variable de una fórmula es porque muchas veces los problemas 
implican que tengamos que resolver para otra variable de la ecuación principal. Por ejemplo: En 
la Ley de Coulomb: 


142 
p2 


La fórmula principal relaciona a la Fuerza, porque de ahí podemos saber si se trata de una fuerza 
de atracción y repulsión, y qué valor tiene dicha fuerza. De hecho, en todas las fórmulas el valor 
despejado se deja en el lado izquierdo y es el valor que se desconoce, todos los valores 
conocidos se dejan en el lado derecho de la igualdad. 


F=K 


Pero... ¿Si queremos saber el valor de una carga? Entonces ahí es donde se procede al famoso 
despeje. 


19.2 PASOS PARA APRENDER A DESPEJAR 
Lo primero que debes de saber para poder despejar una fórmula, son los siguientes puntos: 


Saber bien la jerarquización de las operaciones y las propiedades de las igualdades, porque 
todas las fórmulas son igualdades y se les aplica lo mismo. 


Ejemplos de despejes de fórmulas 


1.- Despejar a q» de la Fórmula de atracción de cargas de la ley de Coulomb. El problema nos 
pide despejar q de la ley de Coulomb. 
- 42 
Pp = > 
r 
Si multiplicamos toda la ecuación por y? vamos a poder eliminarla del denominador, nos 
quedaría algo así: 
r2.F=r?. k2 + 
r 
Con esto podemos simplificar en el segundo miembro a y? 


r?.F=Kpnq:9 


Si observamos K-q1 están multiplicando ambos, entonces pasarán a dividir al otro miembro, es 
decir: 
r2F 
Kq 


Invertimos la ecuación: 
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Y rF 
Já Kq 
¡Listo! Problema resuelto. 
2.- Despeje “d” de la fórmula de atracción de Newton. Para poder obtener a “d” de la siguiente 
fórmula de Gravitación Universal de Newton 
m3 + Ma 
F = G_—_—_—_— 
(2 
Vamos a despejar por partes, aunque este ejemplo no es nada complicado. Si sabemos que “q” 
está siendo dividida, entonces puede pasar a multiplicar al otro miembro, quedando así: 
.F=G-m-m, 
Y la fuerza está multiplicándose, entonces puede ser divida por todo lo que tenemos en el 
segundo miembro, quedando así: 
_G-m¡:ma 
F 
Pero como lo que nos piden, es solamente la distancia. Entonces sacamos raíz cuadrada de 


ambos miembros, quedando así: 
G- mi - ma 
d = 41 — 
F 


3.- Despeje a M de la siguiente fórmula: 


E 


v3Mk 
28 
Lo primero que haremos será nuevamente analizar las operaciones que están dentro de esa 
ecuación y por lo pronto tenemos una raíz cuadrada en el numerador que dentro tiene 
multiplicación y en el denominador tenemos un producto con una variable al cuadrado. 


Pasamos 2t? multiplicando al lado izquierdo P y nos queda de la siguiente forma: 


21?P = V3Mk 


Elevamos al cuadrado ambos miembros, para poder quitarle la raíz a nuestra variable M 
(ap) = (V3xE) = 3Mk 
Es decir: 
(22P) =3Mk 


Pasamos dividiendo “3k” a todo el lado izquierdo para que podamos tener sola la variable M que 
nos pide el problema: 

(22 P) iá 
HH 


Invertimos la ecuación, nos queda: 


_ (ep 
M== 
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4..- Despeje a F de la siguiente fórmula: 


T = ——_—_XE 
Akx+2xr—d 

Al principio, podría parecer difícil, pero no, no lo es. Vamos a pasar todo el denominador del 

segundo miembro multiplicarlo a T , debido a que como está dividendo, ahora en el primer 

miembro tendrá que pasar a multiplicar a todo, quedando así: 

4 


Tldkx +27 — d) =k- 4 + —= 
(Aka TT ) a 


Ar 


Ahora, vamos a despejar a vAF que está sumando en el segundo miembro y lo pasaremos 
a restar al primero, quedando así: 


47 
vAF 


Ahora toda la expresión de Tltke + 2x1 — d) la pasaremos a restar al segundo miembro: 


T(4kx +27 — d) — =k-d 


Y obtenemos lo siguiente: 
47 
YAF 
Ahora pasamos a vAF a multiplicar a todo el segundo miembro. 
4 = [k— e — Tldkx +27 — d)] Y4F 


Después de este paso, lo más recomendable es mandar a dividir toda la expresión que acababa 
de pasar a multiplicar a vaAF, quedando esto así: 


4 
sd VAF 


k— d? — TlAkzx + 27 — d) Ml 


Invertimos la ecuación, esto no modifica nada. 


—- —4Ar 
ls k — de — TíAkx +27 — d) 


=k-—d —Tl(4ka +27 — d) 


Pero.... VAF = 2Y/F 


—Ar 
wF= k= E — T(dkx +27 — d) 


Pasamos a dividir a 2, a todo el segundo miembro. 


—4Ar 
VF = 2 [k— d? — T(4kx + 27 — d)] 


—Ar 
Podemos dividira 2 
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E 


—2 
VE = k — d? — T(Akx + 27 — d) 


Finalmente tenemos un odioso signo negativo en nuestro numerador del segundo miembro, que 
vamos a eliminar multiplicando por -1 


Que finalmente no altera nada, porque se está multiplicando por la unidad, es decir por 1. 
Recordando que multiplicar por -1 significa cambiarle de signo a cada término: 


—Za —] 
yr k — d? — TlAkx + 2x — d) (3) 


27 
E _—_—___ 
—=k + 2 + T(4kx + 27 — d) 


Ahora, queda la parte más fácil, vamos a elevar ambos miembros al cuadrado, para eliminar la 
raíz, y dar con el resultado. Que finalmente es: 


2 
Y listo... Problema resuelto. 
Ejemplos adicionales de despeje de fórmulas: 
Despejar a de la 


fórmula: Transponemos términos con Vy 
at? a aun miembro. 
d=V + A 
2 En el otro miembro los otros 
términos 
at? de a 
d=V,= 2 está dividiendo, pasa a 
2 multiplicar el otro miembro 


t* está multiplicando, 
pasa a dividir el otro 
miembro 
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+ Cada lado se puede elevar a una potencia o se 
puede sacar la raíz de cada lado. 


y. 


mv 
F =mg +—— ; resuelva para v 
+ 


> 


Reste mg:  F-=mg= y 


Des Se FR > 
Divida por m; multiplique por R: q gh =v 


Resuelto para v: Y = 


+ Ahora observe uno más difícil. (Todo lo 
que se necesita es aislar la incógnita.) 
>] 


F =mg E resuelva para g 


mv? 


Reste 7 


Divida entre m: 


Matemáticas para Genios Reprobados6) AntúnezBook Tomo | 
A —_———————————— A AAA A 0 ————————— 


Hallar el valor de la incógnita que se indica conocidos los valores de las restantes. 


a) F=2C+32, F = 68; encuentre C. 68 =?C +32, 36 =?C, C = (36) = 20. 
Otro método: C = F— 32, C =5(F — 32) = 5(68 — 32) = 5(36) = 20. 


1 1 | 1 1 A 1 1 5-2 1 
O = = . a = a = == = == , = le 
b) RAT R= 6, R; = 15; encuentre RR, Cu TER 1 30 10 Rs =10 
Otro método: 
1_1_1_RR > y PR o_ 615 _, 
R R Ri  RR¡” ERA BA. 
o = e V = 28875; encuentre 7. 2887 = a Pp = E. 216, —r=6. 
3 3 471/3 


Otro método: 
3V=478, n= 27 r= 7 = 30887) _ 216 =6. 


4 
] Ejercicio 33 


1) 


Despejar la incógnita que se indica en las fórmulas siguientes: 


PV _PoVa 2_..2 
a) E : Pb d w = 16 +2as, a 
2s m 
E o ram e. 
10) m=_ VIZ+IB 80 p S=5[2a+(n—Ddl d 


2) 
Hallar el valor de la incógnita que se indica conocidos los valores de las restantes. 


a) v=w+atf, encuentre asi y= 20, y = 30, t= 5. 


b) = > (a + d); encuentre dsi S= 570, n= 20, a= 40. 


E el 
—=-—+-; encuentre q si f= 30, p= 10. 
F » q q p 
d Fs= 2 mv; encuentre vsi F= 100, s=5,m= 2.5. 
e f= E encontrar C con cuatro cifras decimales si f= 1 000, Z= 4 - 10%, 


27 LC 
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XX ECUACIÓN DE PRIMER GRADO CON UNA 
INCOGNITA 


Es aquella ecuación cuyo grado máximo es 1 y tiene una sola incógnita. También, se le llama 
ecuación lineal ya que su gráfica en un sistema de coordenadas es una línea recta. 


Su forma general es: ax+tb=cC 
Y su solución está dada por: x=(c-b)/a 


REGLA PARA RESOLVER UNA ECUACIÓN DE PRIMER GRADO CON UNA 
INCOGNITA 


Esto se resume en la regla siguiente: 


Para resolver una ecuación es necesario despejar la incógnita, mediante la reducción de 
términos semejantes y aplicando las propiedades de las igualdades. Respetando siempre la 
jerarquía de las operaciones. 


Ejemplos: 
1) Resolver 4Ax-20=8 
Como el 20 está restando, pasa sumando: 4x=8+20 


4x = 28 
Como el 4 está multiplicando pasa dividiendo: x=28/4=7 


Por lo tanto, la solución es: x= 7. 


Comprobación: 4x-20=8, por lo tanto, sustituyendo x por su valor hallado (7), 
Queda: 4(7) -20=8, 
28-20= 8 
8=8 ok. 
2) Resolver -x/3 - 12 =- 26 
Como el 12 está restando, pasa sumando: -x/3 =-26 + 12 
x/-3 =- 14 


Como el -3 está dividiendo pasa multiplicando. Nota que pasa multiplicando con su signo. 
x=-14 x-3 = 42 


Por lo tanto, la solución es x = 42. 


Comprobación: -Xx/3 - 12 =- 26, por lo tanto, sustituyendo x por su valor hallado (4-2), 
Queda: - (42)/3 - 12 =- 26, 

-14 -12= -26 

-26 =-26 ok. 


3) Resolver -9x+ 12 - 4x + 5x+ 18 - 6x- 14 = 12x - 64 + 4x - 6x+ 17+ 19 
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Reduciendo términos semejantes en ambos miembros, ordenando primero los positivos y luego 
los negativos, queda: 


5x - 9x - 4x - 6x+ 12 + 18 - 14 = 12x + 4x - 6x + 17 + 19 - 13 
5x - 19x +30 - 14 =+36 - 64 
Reduciendo términos semejantes: -14x + 16 = 10x - 2816x - 6x 


Pasando la incógnita al lado izquierdo y el número al lado derecho, aplicando la propiedad de 
que si está sumando pasa restando y viceversa, queda: 


-14x - 10x = -28 - 16 


-24x = -44 
Despejando la incógnita, como el -24 está multiplicando pasa a dividir al segundo miembro, esto 
es: x=-44/-24=22/12=11/6 


4) Resolver Ya x - 16 - Ya x + 4x + 12 - 2x= -6x - 6 + 9x - Dx + 24 - 8 

Reduciendo términos semejantes, ordenando primero los positivos y luego los negativos, queda: 
Ya x + Ax - Yax - 2x+ 12-16 = 9x- 6x - 5bx+ 24 -6-8 

Haciendo las operaciones con fracciones: 9/2x - 9/4 x-4 = 9x - 11x+ 24 - 14 

Restando términos semejantes: 9/4x-4=-2x+ 10 


Pasando la incógnita al lado izquierdo y el número al lado derecho, aplicando la propiedad de 
que si está sumando pasa restando y viceversa, queda: 


9/4 x+2x=10+4 
17/4x= 14 
Despejando la incógnita, como el 17 está multiplicando pasa a dividir al segundo miembro, 
también, como el 4 está dividiendo pasa multiplicando, esto es: 
x= 14 (4) / 17 = 56/17 = 35/17 
Las ecuaciones de primer grado con una incógnita, son muy útiles para resolver problemas de la 


vida real, en los cuales se tiene una cantidad desconocida. Tal como se ilustra en los ejemplos 
siguientes. 


20.2 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 


Para resolver problemas de la vida real que involucre una incógnita o varias cantidades 
desconocidas pero relacionadas entre sí, se recomienda seguir los pasos siguientes: 


1) Lea el enunciado del problema detenidamente. 
2) Sí es posible trace una figura o esquema que ilustre el problema. 
3) Identifique la cantidad o cantidades que se pide hallar. Elija una variable para representar 


la cantidad desconocida, siempre elija ésta como la cantidad que más se relacione con 
las otras cantidades pedidas. 


4) Establezca las relaciones entre las demás cantidades desconocidas y escriba la ecuación 
que represente el problema dado. 

5) Efectué la reducción de términos semejantes en ambos lados del igual. 

6) Transponga los términos utilizando las propiedades de las igualdades, de manera tal, que 


los números queden del lado derecho del igual y la incógnita del lado izquierdo. 
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PASO 1: ELIGE LA 
INCÓGNITA. ÉSTA 
DEBE DE SER ALGUNA 
DE LAS CANTIDADES 
DESCONOCIDAS. 


7) Despeje la incógnita y halle su valor. 
8) Compruebe que la solución al problema real es correcta. 
Resumiendo: 


Resolución de Problemas mediante Ecuaciones Lineales 
Sigue los Pasos siguientes: 


PASO 2: EXPRESA 
ALGEBRAICAMENTE LAS 
RELACIONES ENTRE LA 

INCÓGNITA Y LAS 

CANTIDADES CONOCIDAS. 
ESTO DARÁ ORIGEN A UNA 


ECUACIÓN DE PRIMER GRADO. 


PASO 3: RESUELVE LA 
ECUACIÓN 


PLANTEADA EN EL 
PASO 1. 


PASO 4: 
COMPRUEBA LA 
SOLUCIÓN. 


Ejemplos: 


1) Una botella y su tapón cuestan $3.20 pesos. Sabiendo que la botella cuesta $ 3 pesos más 
que el tapón ¿cuánto cuesta cada cosa? 


Como sólo son dos incógnitas, cualquiera puede escogerse como la incógnita. Designando a la 
incógnita x como el precio de la botella, queda: 


Porque cuesta 3 pesos menos 
que la botella 


Porque ambos cuestan $ 3.20 
pesos 


Resolviendo la ecuación: x+x-3=3.20 
Queda: 2x-3=3.20 


Pasando el -3 al otro lado del igual como +3: —2x=3.20+3 
2x=6.20 
Como el 2 está multiplicando pasa dividiendo: 


x=6.20/2=3.10 pesos Costo de la botella 
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Por lo tanto, el tapón cuesta: x- 3=3.10 - 3=0,10 pesos 


Comprobación: 


3.10 pesos 
x-3 3.10 - 3=0.10 pesos 
x+x-3=3.20 3.10+0.10 = $ 3.20 pesos ok. 


2) Luciana y Lupita compraron un traje de $ 599 pesos. Si Luciana aportó $ 213 pesos más 
que Lupita ¿cuánto aportó cada cual? 


Como sólo son dos incógnitas, cualquiera puede escogerse como la incógnita. Designando a la 
incógnita x como la cantidad que aportó Lupita, queda: 


x+ 213 


Porque aportó $ 213 pesos 
más que Lupita 


ESOO Porque ambas aportaron en 
total $ 599 pesos 


Resolviendo la ecuación: x+x+213=599 


Queda: 2x + 213 = 599 
Pasando el +213 al otro lado del igual como -213 : 
2x = 599 - 213 
2x = 386 
Como el 2 está multiplicando pasa dividiendo: 
x= 386 / 2 = 193 pesos Cantidad aportada por Lupita 
Por lo tanto, Luciana aportó: x+ 213 = 193 + 213 = 406 pesos 


Comprobación: 


193 pesos 
ES 193 + 213 = 406 pesos 
x+x+ 213 = 599 193 + 406 =$ 599 pesos ok. 
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3) En el Parque Zoochilpan cobran la entrada normal a $ 18 pesos por persona. Pero tienen 
boletos con descuento a $15.50 pesos. Si se obtuvieron $ 6359 pesos por la venta de 
boletos en un día y se vendieron 363 boletos en total ¿cuántos boletos con descuento se 
vendieron ese día? 


Como sólo son dos incógnitas, cualquiera puede escogerse como la incógnita: 


Designando a la incógnita x como la cantidad de boletos con descuento, recordando que el 
importe por tipo de boletos está dado por: 


Importe por boleto = precio del boleto x cantidad vendida de boletos 
Queda: 


Xx x es el número de boletos con 

15507 descuento vendidos " el 
importe se obtiene 
multiplicando por su precio. 


363 - x Como en total se vendieron 

18(363 - x) 363 boletos, entonces, 363 - 
x es el número de boletos 
normales vendidos y el 
importe se obtiene 
multiplicando por su precio. 


15.50x + 18 (363 -x)= Porque la venta de ambos 
6359 boletos durante el día tuvo un 
importe de $ 6359 pesos 


Resolviendo la ecuación: —15.50x + 18 (363 - x) = 6359 
Quitando paréntesis, para lo cual realizamos la multiplicación, queda: 
15.50x + 6534 - 18x = 6359 
Reduciendo términos semejantes: 
15.50x - 18x + 6534 = 6359 
- 2,50x + 6534 = 6359 
Pasando el +6534 al otro lado del igual como -6534: 
-2.50x = 6359 - 6534 
-2.50x =-175 
Como el -2.50 está multiplicando pasa dividiendo, junto con su signo: 
x=-175 / -2.50 = 70 boletos Número de boletos con descuento 


Por lo tanto, el número de boletos normales vendidos fue: 363 - x= 363 - 70 = 293 boletos 
normales. 


Comprobación: 
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Xx 70 es el número de boletos 
con descuento vendidos y su 


2ncoóS importe Es S:S0(70)= 
1085 pesos 

363 - x 363 - 70 = 293 es el 

18 (363 - x) número de boletos normales 


vendidos y su importe es 
18(293) = 5274 pesos. 


TS SOLOS 0) LOS + o 21410399 PESOS 
0399 ok. 


4) El segundo número de la combinación para abrir una caja fuerte es el doble del primero y el 
tercer número es Y4 del segundo. Si la suma de los números en la combinación es de 42 
¿Cuál es la combinación? 


Designando a la incógnita x como el primer número de la combinación, queda: 


Porque el segundo número es el 
doble del primero. 


Ya (2x) = 2x/4 = Ya x Porque el tercer número es Y4 del 
segundo (2x). 


x+ 2x + x= 42 Porque los tres números suman 
42% 


Resolviendo la ecuación: x+2x+ Y x= 42 


Multiplicando por 2 toda la ecuación para quitar el denominador 2, se tiene: 


2x + Ax + 2/2x= 84 
2x + 4x+x=84 
Reduciendo términos semejantes: 
1x=84 
Como el 7 está multiplicando pasa dividiendo: 
x=84/7=12 Primer número de la combinación 


Por lo tanto, el segundo número es: 2x = 2(12) = 24 segundo número. 


Y el tercer número es: Y4 (2x) = Ya x = Yo (12) = 6 tercer número. 
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Por lo tanto la combinación es: 12+24+6 = 42 


Comprobación: 


12 

2(12) = 24 porque es el 
doble del primero. 

Ya (2x) = 2x/4 = Ya x 24/4 = 6 porque el tercer 
número es Y4 del segundo 


Xx ZETA = 42 12+24+6=42, Ok. 


5) Matuco compró cuatro regalos con un importe total de $3600 pesos, uno es para Yolanda, 
otro para Elisa, otro para María y otro para Patricia. Si el regalo de Elisa costó lo doble que 
el de Yolanda, el de María la mitad del de Yolanda y el de Patricia lo triple que el de María 
¿Cuánto costó cada regalo? 


Designando el regalo de Yolanda como la incógnita x, queda: 


Xx 
2x Porque costó el doble que el de 
Yolanda. 

Y (x)= Yo x Porque costó la mitad que el de 
Yolanda. 

3(Y% x)=3/2 x Porque costó lo triple que el de 
María. 
x+2x+Y% x+3/2 x= Porque los 4 regalos costaron $ 

3600 3600. 


Resolviendo la ecuación: x+2x+ 1% x+3/2 x= 3600 
Multiplicando por 2 toda la ecuación para quitar el denominador 2, se tiene: 

2x + Ax + 2/2x+ 6/2x= 7 200 

2x + 4x+x+3x= 7 200 
Reduciendo términos semejantes: 

10x=7 200 
Como el 10 está multiplicando pasa dividiendo: 
x=7200/10= $ 720 pesos Costo del regalo de Yolanda 
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Por lo tanto, el segundo regalo costó: 2x = 2(720) = $ 1 440 pesos costó el de Elisa. 

El tercer regalo costó: Ya x = Y (720) = 720 /2 = $ 360 pesos costó el de María. 

Y el cuarto regalo costó 3/2 x = 3/2 (720) = 2 160/ 2 = $ 1 080 pesos costó el de Patricia. 
Comprobación: 


$ 720 pesos 


2 (720) = $ 1440 pesos. Porque 
costó el doble que el de Yolanda. 


1/2 (720) = $ 360 pesos. Porque costó 
la mitad que el de Yolanda. 


3(360) = $ 1 080 pesos. Porque 
costó lo triple que el de María. 


7120 + 1440 + 360 + 1080 = 3600 
pesos. Ok. Porque los 4 regalos 
costaron $ 3600. 


6) La suma de 3 números consecutivos es igual a 228 ¿Cuáles son los números? 


Designando el primer número como la incógnita x, tomando en cuenta que si los números son 
consecutivos, entonces el segundo número es mayor al primero en 1 y el tercer número es mayor 
al primer número en 2 unidades, esto es: 4, 5, 6; son consecutivos, lo mismo que 21, 22, 23 y 
69, 70, 71. 


Porque entre el segundo y el 
primer número hay diferencia de 
dle 


Porque entre el tercero y el primer 
número hay diferencia de 2. 


X+X+1+x3+ 2= Porque los 3 números suman 228. 
228 


Resolviendo la ecuación: X+xX>+1 + x+2=228 
Reduciendo términos semejantes: 3x + 3 = 228 


Como el 3 está sumando, pasa restando al otro lado del igual: 3x = 228 -3=225 


Como el 3 está multiplicando pasa dividiendo: 
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x=225/3= 75 el primer numero 
Por lo tanto, el segundo número es:x+ 1=75+1=76 el segundo número 
Y el tercer número es: x+ 2=75+2=77 el tercer número. 


Comprobación: 


Xx IS) 


e dl 715 + 1 = 76. Porque entre el 
segundo y el primer número hay 
diferencia de 1. 


x+ 2 a POS AS E el 
tercero y el primer número hay 
diferencia de 2. 


IS 75 + 76 + 77 = 228. Porque los 
228 3 números suman 228. Ok. 


Es interesante ver, que si sumamos 3 números consecutivos, su suma presenta una regularidad, 
esto es: 1+2+3=6 


4+5+6=15 
1+8+9=24 
104114 12=33 
13 + 14 + 15 =42 
16 + 17 + 18 =51 
19+20+21=60 
Eto, 


Si son observadores notarán que la suma de los tres números consecutivos es igual al producto 
de 3 por el segundo número, o sea: 


3(20)=60 etc. 


Nota también que entre un segundo número y otro su diferencia es 3 y que entre una suma y 
otra su diferencia es de 9. 


Demostración: 


La suma de 3 números consecutivos es igual a: x+xX+1+x+2=s 
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Donde s es la suma de los 3 números. 
Reduciendo términos, 3x+3=sSs 
Factorizando el 3, queda: 3(x+1)=s 
Pero como el segundo número es x + 1, queda: 
3 (segundo número) = suma de los 3 números consecutivos. 


En nuestro ejemplo anterior, el segundo número es 76. Por lo tanto, la suma de los 3 números 
consecutivos es: 3 (76) = 228 Ok. 


7) La suma de 3 números pares consecutivos es igual a 378 ¿Cuáles son los números? 


Designando el primer número como la incógnita x, tomando en cuenta que si los números son 
consecutivos, entonces el segundo número es mayor al primero en 2 y el tercer número es mayor 
al primer número en 4 unidades, debido a que son pares, esto es: 


2, 4, 6; son pares consecutivos, lo mismo que 10, 12, 14 y 50,52, 54. 


Xx 

ona 2 Porque entre el segundo y el 
primer número hay diferencia de 
2 

x+ 4 Porque entre el tercero y el primer 


número hay diferencia de 4. 


X +X+2 + x+ 4=-= Porquelos 3 números suman 378. 
378 


Resolviendo la ecuación: Xx +x+2 + x+4=378 
Reduciendo términos semejantes: 
3x+6=378 
Como el 6 está sumando, pasa restando al otro lado del igual: 
3x = 378 - 6=372 


Como el 3 está multiplicando pasa dividiendo: 


x=372/3=124 el primer número 
Por lo tanto, el segundo número es: 
x+2=124+2=126 el segundo número 
Y el tercer número es: x + 4 = 124 + 4 = 128 el tercer número. 


Comprobación: 
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XxX a12Aal 


2 124 + 2 = 126. Porque entre el 
segundo y el primer número hay 
diferencia de 2. 


x+ 4 124 + 4 = 128. Porque entre el 
tercero y el primer número hay 
diferencia de 4. 


AS 124 + 126 + 128 = 378. Porque 
378 los 3 números suman 378. Ok. 


Note que se sigue aplicando que: 


3 (segundo número par de la serie) = suma de los 3 números pares consecutivos. 


1 ASIGNAMOS: dejamos indicado por 


ARA TOA Aia "número buscado": x 
designamos a la incógnita del problema. incógnita 


2" PLANTEAMOS: escribimos con 
lenguaje matemático, la relación entre 2x+3x=35 


datos e incógnita del problema. 


3" RESOLVEMOS: despejamos 5x=35 
completamente la indeterminada. 35 


$ LA 
4" COMPROBAMOS: verificamos que el 7 es un número 


| btenido ti id | , = 
valor obtenido tiene sto en ESE 


Ejemplo de Edades: 


E TI 
2 Pen |< 
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Marta tiene 17 años y su madre 43. ¿Dentro de cuántos años la 
edad de la madre será el triple que la edad de su hija Marta. 


1. Años que tienen que transcurTiT ....ooococccccccconnso Xx 
Edad de Marta dentro de x añoS .........ooocccccccnc. LL Ex 
Edad de la madre dentro de x años ........o.oo.o...... 43 +x 
2.” Dentro de x años se tiene que cumplir .............. 3(11+x)=43+x 


3.” Resolvemos la ecuación: 


311+x)=43+x mm 33+3x=43+x =» 2x=10 mm x=5S 


4.” Tienen que transcurrir 5 años. 


Dentro de 5 años, Marta tendrá 16 años, y su madre, 48 años. 


5.” Comprobación: 3-:(11+5)=3-16=48 y 43+5=48 


Ejercicio 34 
Resolver las siguientes ecuaciones de primer grado con una incógnita: 


Bx + 3x + 16 - 11x - 43 =-54 

Vox + YVax + 8-Y%x- 48 + 6x =80 

“TX + Yox + 9x - 14+ 56 =5x - 3x + 28 - 9x - 5 

8x +6x - 16 + 9x - 63 =x - 3x + 100+ 11x +3 

X - 3x + 33 +7x - 21 =3x - x -2/7/+45 

Hallar cuatro números impares consecutivos cuya suma sea 280. 

Hallar cuatro números pares consecutivos cuya suma sea 124. 

Un campesino compró un burro, sus arreos, su silla de montar y sus herraduras por un total 

de $ 16 750 pesos. Sabiendo que el burro costó 15 veces más que la silla; que los arreos 

costaron la mitad que la silla y que las herraduras costaron la cuarta parte de la silla. Hallar 
el precio de cada cosa. 

9. Las entradas de un teatro valen $ 50 pesos para adultos y $ 20 pesos para los niños. 
Sabiendo que asistieron 280 personas y que la recaudación por entradas fue de $ 8 000 
pesos, hallar el número de niños que asistieron a la función. 

10.Un empleado cobra $ 200 pesos diarios cuando asiste a su trabajo y cuando no lo hace le 
descuentan $ 50 pesos. Sabiendo que al cabo de 25 días la cantidad que recibe es de $ 
4500 pesos, hallar el número de días que asistió a trabajar. 

11.La edad actual de Juan es el doble que la de Fernando. Hace 5 años Juan era tres veces 
mayor que Fernando. Hallar sus edades actuales. 

12. Hallar tres números cuya suma sea 54, sabiendo que el primero es igual al doble del segundo 
más 4 y que el tercero es igual al doble del primero. 

13.Hallar un número sabiendo que su mitad es igual a su sexta parte más 10. 

14.Hallar dos números cuya diferencia es 20 y cuya suma es 48. 

15. Resolver las ecuaciones lineales siguientes: 


9 SS ES 


O E 
2 [Par |< 
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A a IE 


4 
5-=x x+3 9-x 6x—2 
4 6 4 16 
2-=x 3x+5 2x+3 


9 1/2x 3 =5- 
13 EXA 


ea 5 
(10) Te 3. 


XXI SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON 2 
INCOGNITAS 


Un sistema es un conjunto de elementos relacionadas entre sí para lograr un mismo objetivo. 


Esto significa que el sistema tendrá al menos dos elementos y deberán tener alguna relación 
entre sí, para que puedan lograr un objetivo común. 


Una ecuación lineal con dos incógnitas (variables) x e y, tiene la forma: 


ax + by =C, siendo a, b, c constantes y a, b distintos de O. Esto representa la gráfica de una línea 
recta, de ahí que a éste tipo de ecuaciones se les llame lineales. 


Si se tienen dos ecuaciones lineales, las cuales tienen alguna relación entre sí, entonces se dice 
que se tiene un sistema de ecuaciones lineales con dos incógnitas (variables). 


ax + by =C 


Esto es: dx +ey=f 


También, se les denomina sistema de ecuaciones simultáneas con dos incógnitas. La palabra 
simultánea significa que los valores hallados de x e y, deben satisfacer las dos ecuaciones al 
mismo tiempo. 


Por lo anterior, resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos incógnitas, es hallar los 
valores de las incógnitas x e y, que satisfacen las dos ecuaciones al mismo tiempo. 
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En virtud, que cada ecuación lineal representa una línea recta, sí el sistema tiene solución, ésta 
nos representa el punto de intersección de las dos rectas. Sí no existe solución, significa que las 
rectas son paralelas o se sobreponen. 


Gráficamente: 


E Al 
D-PAMIES 


ME 
els 
CS 
MOS 
PSA 
AS 


> 
AUNDar a 


A 


mu 
(is 
0 
se 
e 
a 
MN 
Mm 
Mi 
Y 


A 


NM 
ns 
AAN 
ca SN MON LAS 01 
a 
0 A 80 09050 9 O 00 


En la gráfica anterior se observa que: cuando las dos líneas rectas obtenidas a partir de las 
ecuaciones del sistema, se cruzan o interceptan, entonces el sistema tiene una solución única, 
tal como ocurre con el sistema de ecuaciones: 


(E1) 2x-5by = 14 
(E2) Tx + 3y = -33 


Gráficamente se observa que su punto de intersección tiene coordenadas (-3, -4), es decir, su 
solución es: x=-3, y =-4. 


Y 
MUA 
CA] 
CIA 
CIA] 
LINA 


PO A 
Ea 
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AA 
EEE 


y 


IIA, IAE 
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También, vemos que: cuando las dos líneas rectas obtenidas a partir de las ecuaciones del 
sistema, son paralelas, entonces el sistema no tiene solución, ya que las rectas jamás se 
interceptarán, tal como ocurre con el sistema de ecuaciones: 


(E1) x + y=8 
(E2) 2x + 2y = 24 
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Cuando se presenta este caso, se dice que las ecuaciones son incompatibles y el sistema no 
tiene solución. 


Además, vemos que: cuando las dos líneas rectas obtenidas a partir de las ecuaciones del 
sistema, coinciden, es decir, representan la misma recta, entonces el sistema tiene infinidad de 
soluciones, ya que todos los puntos de la recta constituyen una solución, tal como ocurre con el 
sistema de ecuaciones: 


(E1) 2x + 3y =6 
(E2) Ax + 6y = 12 


Cuando se presenta este caso, se dice que las ecuaciones son dependientes, ya que una de las 
ecuaciones se obtiene al multiplicar la otra ecuación por una constante. Observe que si se 
multiplica por 2 la ecuación (E1) obtenemos la ecuación (E2). 


Resumiendo: 


Sus soluciones son 


| | 


v Zim v : v 
| SOLUCIÓN INFINITAS ' NO TIENEN | 
ÚNICA | SOLUCIONES | SOLUCIÓN 
| | | 
Las rectas se Las rectas Las rectas 
cortan en un punto coinciden son paralelas 


Para resolver un sistema de ecuaciones se tienen dos tipos de métodos: 


1) Métodos analíticos, que se clasifica en: método de reducción, método de sustitución, 
método de igualación y el método de determinantes. 
2) Método gráfico 


Primero trataremos los métodos analíticos de reducción, sustitución, igualación y el de 
determinantes. 


21.2 MÉTODO DE REDUCCIÓN 


Consiste en multiplicar una de las dos ecuaciones por un número, de manera tal que los 
coeficientes de una de las incógnitas en ambas ecuaciones sea el mismo. Después, si los signos 
son distintos sumamos algebraicamente las dos ecuaciones y si son del mismo signo a una 
ecuación le restamos algebraicamente la otra. 


Ejemplos: 
1) Resolver por el método de reducción el sistema de ecuaciones siguiente: 
(E1) Ax - by =-8 


E TE 
2 [am |< 
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(E2) 3x + y = 13 


Si deseamos eliminar y, vemos que es necesario multiplicar toda la ecuación (E2) por 5 y 
obtendremos + 5y, como es de signo contrario a -5y, entonces después sumamos 
algebraicamente las dos ecuaciones. 


Esto es: 
(EN Ax - 5by =-8 

5 por (E2) 15x + by = 65 

19x = 07 
Por lo tanto, x=57/19=3 
Sustituyendo x = 3, en cualquiera de las dos ecuaciones, en este caso en la (E1), se tiene: 

Ax -5by=-8 

4(3) - 5y = -8 

12 - 5y =-8 

-by = 8 -12=-20 

y=-20/-5=4 


La solución es x = 3, y = 4, lo que representa el punto de intersección de las dos rectas, es decir, 
(3, 4). 


La solución hallada satisface a ambas ecuaciones, o sea: 


(E1) Ax - by =-8 

(E2) 3x + y= 13 

(E1) 4(3) - 5(4) =-8 

(E2) 3) + 4 = 13 

(E1) 12 - 20 =-8 

(E2) 9+ 4 = 13 

(E1) -8 =-8 

(E2) 13 = 13 Ok. 


2) Resolver por el método de reducción el sistema de ecuaciones siguiente: 
(E1) Ax + 7y =51 
(E2) 5Bx+ 3y= 5 


Si deseamos eliminar x, como los coeficientes de x en las dos ecuaciones son distintos, 
necesitamos multiplicar toda la ecuación (E1) por 5 y toda la ecuación (E2) por 4, obtendremos 


A 
2 [are |< 
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el mismo coeficiente de x en ambas ecuaciones, como son de signo contrario, entonces después 
sumamos algebraicamente las dos ecuaciones. Esto es: 


5 por (E1) -20x + 3by =255 
4 por (E2) 20x + 12y = -20 
4y = 235 
Por lo tanto, y=235/47=5 
Sustituyendo y = 5, en cualquiera de las dos ecuaciones, en este caso en la (E2), se tiene: 
5x +3y=-5 
5x +3(5) =-5 
5x + 15=-=3 
5x=-5 -15=-20 
x=-20/5=-4 


La solución es x = 4, y = 5, lo que representa el punto de intersección de las dos rectas, es decir, 
(-4, 5). La solución hallada satisface a ambas ecuaciones, o sea: 


(E1) Ax + Ty =51 
(E2) 5Bx+ 3y= 5 
(E1) -4(-4) + 7(5) = 51 
(E2 5-4) + 315)= 5 
(E1) 16 +35 =5Bl 
(E2) 20 + 15=3 
(E1) 51 = 51 

(E2) 5=-5 Ok. 


En general, cuando los coeficientes de la variable a eliminar son diferentes de 1, entonces, el 
coeficiente de la primera multiplica a la segunda ecuación y el coeficiente de la segunda 
multiplicará a la primera ecuación. Si resultan los coeficientes de signo distinto sumamos 
algebraicamente y si son del mismo signo realizamos la resta algebraica de las ecuaciones 
dadas. 


O E 
2 [ar |S 
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Método de Reducción Eliminando y 


Ea. 2x+3y= 8 

XxX = 

A DD os 
Co 2x+3y=8 


(3) dx + y=6 Despejoy obtengo 


Ejemplo adicional con fracciones: En este caso, se multiplican las ecuaciones por su 
denominador común o por el producto de los dos denominadores cuando no son comunes. Esto 
permite que las ecuaciones se vuelvan enteras y después se aplica el método de reducción o 
cualquier otro método: Toda la primera ecuación se multiplicó por 4 y la segunda por 20 (5 x 4): 


3x a Sy_ ) 6x a Ssy_8 
a - MO E 6x+5y=8 18x +15y=24 
> > > 
12x 2,,3Y| |[%8x_20 1Sy|  [48x-15y=20]  |48x-15y=20 
5 4 20 20 20 


Tras simplificar las ecuaciones, vemos que es muy fácil solucionar el sistema 
por reducción, por ejemplo, multiplicando la primera ecuación por 3 y sumando 


ambas ecuaciones. 


2 Z 12 
a 18.—+15y=24 18-—+15y=24 y=—= 
18x+15y=24 0) e a 
> > > 
66x = 44 a q E a 
66 3 66 3 66 
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Recuerden que 
repasaremos tres 
métodos... vamos 
con el primero, 
MÉTODO DE 
REDUCCIÓN 


Paso n” 1: Invertimos los valores de 
la incógnita a eliminar. (Uno de los 
números debe estar con distinto 
signo) 

Paso n” 2: Multiplicamos las dos 
ecuaciones por los números. 

Paso n” 3: Reducimos términos 
semejantes. 

Paso N” 4: Encontramos el valor de 
la PRIMERA incógnita. 

Paso n” 5: Buscamos el valor de la 
SEGUNDA incógnita. 


1 Ejercicio 35 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones usando el método de reducción: 


1 (E1) 8x - 2y =28 
(E2) -2x + 4y = -14 

2) (El) 11x - 2y =13 
(E2) Xx + 9y = -10 

3) (Ed) Ax - Ty =-48 
(E2) -3x + 2y = 23 

4) (E1) 4/3 x- 6y =22 
(E2) -6x + by = -33 

5) (E1) Tx - by =-12 
(E2) -YVox+ Yy=0 
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-y= 
resolver 2x tal 


E 
resolver[ 5%" al" 
l 


x+ tr E 


resolver 2x-y=1 


ie 
3x-y=14 


21.3 MÉTODO DE SUSTITUCIÓN 


Consiste en despejar cualquiera de las variables en una ecuación y sustituir su valor en la otra 
ecuación. Después se realizan las operaciones para hallar el valor de la otra variable. Al realizar 
la sustitución, nos queda una ecuación lineal con una sola incógnita, que fácilmente se resuelve. 


resolver| 


-AAIdA=_-- A Vd 


Ejemplos: Resolver por el método de sustitución el sistema de ecuaciones siguiente: 


(E1) 5x- 8y =22 

(E2) -3x + 4y = -14 

De la ecuación (E1) despejamos y, se tiene: 
-8y = 22 - Bx 


(E3) y=(22-5x)/-8 Note que el coeficiente pasa con su signo. 
Ahora, sustituyendo el lado derecho en lugar de y, en la otra ecuación (E2), se tiene: 
(E2) -3x + 4y = -14 
-3x + 4 (22 - 5x)/-8=-14 
Multiplicando toda esta ecuación por -8, para quitarlo como denominador, queda: 
(-8) -3x + (-8) 4 (22 - 5x) / -8 = (-8) (-14) 
24x + 4 (22 - 5x) = 112 
24x + 88 - 20x = 112 


dx = 112 - 88 
4x=24 
x=24/4=6 


Ahora, sustituimos x = 6 en la ecuación despejada (E3), queda: 
(E3) y=(22 - 5x)/-8 
y =(22 - 5(6)) /-8 
y = (22 - 30) / -8 
y=-8/-8=1 


La solución es x = 6, y = 1, lo que representa el punto de intersección de las dos rectas, es decir, 
(6, 1). La solución hallada satisface a ambas ecuaciones, o sea: 
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(E1) 5x- 8y =22 

(E2) -3x + 4y = -14 

(E1) 5(6) - 8(1) = 22 
(E2) -3(6) + 4(1) = -14 
(E1) 30-8= 22 

(E2) -18 + 4 =-14 

(E1) 22 =22 

(E2) -14 = -14 Ok. 


Ejemplo: Resolver por el método de sustitución el sistema de ecuaciones siguiente: 
(E1) -6x + 9y =0 


(E2) Ax - 2y= 2 
De la ecuación (E1) despejamos y, se tiene: 
9y = 0 + 6x 
(E3) y=6x/9 
Ahora, sustituyendo el lado derecho en lugar de y, en la otra ecuación (E2), se tiene: 
(E2) Ax-2y =2 
Ax - 2(6x/9) = 2 
Ax - 12x/9 =2 
Multiplicando por 9 toda la ecuación para quitar el denominador 9, se tiene: 
36x - 12x = 18 
24x = 18 
x=18/24=Y% 
Ahora, sustituimos x = Y% en la ecuación despejada (E3), queda: 
(ES) y=6x/9 
y=6(9%)/9=18/4/9= 18/36 = Y 
y =Y 


La solución es x = %, y = Y, lo que representa el punto de intersección de las dos rectas, es 
decir, (Y4 , Ya ). La solución hallada satisface a ambas ecuaciones, o sea: 


(E1) -6x + 9y = 0 


(E2) Ax - 2y= 2 
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(E1) 6%) + 9(Y9)= 0 
(E2) AY) - 2(Y9) = 2 
(EL) -18/4 + 9/2 = 0 
(E2) 12/4 - 2/2 = 2 
(E1) 9/2 + 92 =0 
(E2) 3 - 4 =2 
(E1) O =0 
(E2) 2 =2 Ok. 

e —7y=15 

4x — 6y = 14 

15+7y 
2x-T?y=15 ; x= - 
2 
4(15+7y) 60+28y 
4x-—6y = 14 A Oy = 14 : — — by = 14 


60+28y-12y=28 ; 28y-12y=28-60 ; l6y=--32; y=--2 


15+7y 15+7-(-2) 
X= —=T— 5 x= — 
2 2 


Resumiendo: 
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MÉTODO DE 
SUSTITUCIÓN 


Paso n” 1: Despejamos una 

incógnita “sólo” en una ecuación. 

Paso n” 2: Se sustituye la formula 
en la otra ecuación. 

Paso n” 3: Se resuelve y se obtiene 
el valor de la incógnita. 
Paso n%4: Se busca el valor de la 
otra incógnita. 


1 Ejercicio 36 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones usando el método de sustitución: 


1) (E1) 8x - 2y =28 
(E2) -2x + 4y= 0 
2) (E1) 10X - Sy =-30 
(E2) Ax + 6y=4 
3) (E1) 8x - by =9 
(E2) Tx + 3y = 30 
4) (E1) 9x + 2y =-68 
(E2) IX y = 1/ 
5) (E1) Yx- Yy=4 
(E2) -5x + dy =-62 
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E 
Ley=al * 


x+2y=9 ) 
2x-9y=5 


ad 
3x-y=14 
21.4 MÉTODO DE IGUALACIÓN 


Consiste en despejar la misma variable en las dos ecuaciones y después ¡gualarlas entre sí, 
aplicando la propiedad reflexiva de las igualdades. Al realizar la igualación, nos quedará una 
ecuación lineal con una sola incógnita, que fácilmente se resuelve. Después, el valor hallado se 
sustituye en cualquiera de los dos despejes para hallar el valor de la otra incógnita. Ejemplos: 


| Método de Igualación 


3x-4y=-6 
2x+4y=16 


Debemos despejar la misma incógnita de cada una de las ecuaciones: 


Dado el sistema: | 


2x+4y=16 3x-4y=-4 y=y 
4y=16-2x -4y =-6-3x L.8 3 
En este caso se ) A ) x E 
despejó la “y” de _16-2x y TA E dE 
ambas ecuaciones > El P -4 --—-=x==-4 
2 4 2 
puts EE 2x=3x 3-8 
j Y e == = + 
Luego, debemos igualar las ecuaciones y se resuelve: 
AS 2 5.4 
Para finalizar con este método analítico debemos encontrar el -10x =-20 
valor de la otra incógnita reemplazando, la hallada, en alguna de PA 
las ecuaciones: 1 -10 
y=4-—x x=2| =2 
2 S =(2;3) 
y=4-L 
2 
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+ Método de igualación 


du —3y 
51 +2y 


. Despejamos la misma variable de ambas ecuaciones 
3y — 2 
T= 
4 


9 —2y 
T= 


3) 
. Igualamos las dos expresiones anteriores 
3y-2 9-2y 
4 5 
. Resolvemos la ecuación resultante 
15y — 10 = 36 — 8y 


23y = 46 
y=2 


. Para calcular el valor de x sustituimos y= 2 en cualquiera de las expresiones 


obtenidas en el paso 1 


3-2-2 


3) Resolver por el método de igualación el sistema de ecuaciones siguiente: 


(E1) x+ y= 14 

(E2) -12x + 6y = -24 

De la ecuación (E1) despejamos x, se tiene: 

(E3) x=14 - y 

De la ecuación (E2) también despejamos x, se tiene: 
-12x = -24 - 6y 


x= (-24 -6y) /-12 Note que el coeficiente pasa con su signo. 
Dividiendo entre -12 en el lado derecho, queda: 
(E4) x=2+% y 


Ahora, igualando las ecuaciones despejadas (E3) y (E4), en virtud de que x = x, se tiene: 


(ES) 14- y= 2+YW%y (E4) 

Multiplicando toda esta ecuación por 2, para quitarlo como denominador, queda: 
28 - 2y=4+2/2 y 

28-2y=4+y 
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Ahora transponiendo términos, el número al lado derecho y la incógnita al lado izquierdo, para 
lo cual les cambiamos su signo, queda: 


-2y - y =4- 28 
-3y = -24 
y =-24 / -3 
y=8 
Ahora, sustituimos y = 8 en la ecuación despejada (E3), queda: 
(ES) x=14 - y 
x=14-8 
x=6 


La solución es x = 6, y = 8, lo que representa el punto de intersección de las dos rectas, es decir, 
(6, 8). La solución hallada satisface a ambas ecuaciones, o sea: 


(E1) x+ y= 14 

(E2) -12x + 6y = -24 

(E1) 6+ 8 = 14 
(E2) -12(6) + 6(8) = -24 
(E1) 14 = 14 

(E2) -72 + 48 = -24 

(E1) 14 =14 

(E2) -24 = -24 Ok. 


4) Resolver por el método de igualación el sistema de ecuaciones siguiente: 
(E1) 4Ax + 8y = -32 


(E2) -2x + 6y = -12 
De la ecuación (E1) despejamos x, se tiene: 
4x = -32 - 8y 
x= (-32 - 8y)/4 
Dividiendo el lado derecho entre 4, se tiene: 
(E3) x=-8 - 2y 
De la ecuación (E2) también despejamos x, se tiene: 
-2x = -12 - 6y 
x= (-12 -6y) /-2 Nota que el coeficiente pasa con su signo. 


Dividiendo entre -2 en el lado derecho, queda: 
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(E4) x=6+3y 
Ahora, igualando las ecuaciones despejadas (E3) y (E4), en virtud de que x = x, se tiene: 
(E3) -8 -2y = 6+3y (E4) 


Ahora transponiendo términos, el número al lado derecho y la incógnita al lado izquierdo, para 
lo cual les cambiamos su signo, queda: 


2y y =5+8 
by = 14 
y=14/-5 
y =- 14/5 
Ahora, sustituimos y = -14/5 en la ecuación despejada (E3), queda: 
(ES) x=-3 -2y 
=-8 -2(-14/5) 
=-3 + 28/5 = 40/5 +28/5 =-12/5 


La solución es x = -12/5, y = -14/5, lo que representa el punto de intersección de las dos rectas, 
es decir, (-12/5, -14/5). La solución hallada satisface a ambas ecuaciones, o sea: 


(E1) Ax + 8y = -32 

(E2) -2x + 6y = -12 

(E1) 4(-12/5) + 8(-14/5) = -32 
(E2) -2(-12/5) + 6(-14/5) = -12 
(E1) -48/5 = 119/5 = 32 
(E2) 24/5 - 84/5 = -12 

(E1) -160/5 =-32 

(E2) -60/5 =-12 

(EN -32 =-32 

(E2) -12=-12 Ok. 
Resumiendo: 


O E 
2 [287 |< 
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MÉTODO DE 
IGUALACIÓN. 


Paso n” 1: Se despeja la misma 
incógnita en las dos ecuaciones. 
Paso n” 2: Se igualan las dos 
formulas obtenidas. 

Paso n” 3: Se multiplica cruzado. 
Paso n” 4: Se obtiene el resultado 

de la primera incógnita. 
Paso n*5: se busca el valor 
otra incógnita. 


b Ejercicio 37 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones usando el método de igualación: 


1) (E1) 8x - 2y =6 
(E2) -2x + 4y = -2 
2) (E1) 10x - by=-5 
(E2) Ax + 6y = 34 
3) (51) 8x - by =17 
(E2) Tx + 3y = -19 
4) (E1) 9x+ 2y =75 
(E2) 3x - by = 11 
5) (E1) Yx- Yy=0 
(E2) -5x + 4y =-2 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones usando el método que desee y compruebe las 
soluciones dadas: 
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2x +3y =12 
: ETS sol! : (3,2) 
5$x-y=7 
3x+2y =12 so! : (2,3) 
z 3 + Y = 
y. x-2y=11 so! : (3,-4) 
2x +3y =3 
4.—- ls Evo sol :(1,2) 
as y =3 3 
A ay A 
ES 
5,- 2 sol: (7,2) 
x+2y=1 
LLE 
x y 
q 3.00) sol: (2,5) 
IZ+=12 2.3 
LA. ¿2 
ida 
2. 42 
, 3% Sea sol : (4,-3) 
[e 
iy 
2x — y)-— =3x -1 _- 
8.- ) 3 sol (5-3) 
Pi 7 
8x -3y 
= -9 
9.- 4 sol : (-3,4) 
3y =12 


so! : (2,-1) 
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21.5 MÉTODO GRÁFICO 


Consiste en graficar las dos líneas rectas que corresponden a cada una de las ecuaciones y 
ubicar su punto de intersección, cuyas coordenadas (x, y) serán la solución del sistema de 
ecuaciones. 


=== SISTEMAS DE ECUACIONES 


Resuelve gráficamente: 
2x+y=6 y=6-2x 
x-2y=8 -2y=8-x 


8-(-3) 8+3 
———_ E — 
-2 


Hay que representar cada ecuación. Despejamos la letra y en la primera ecuación. 

Hay que hacer una tabla de valores para obtenertres puntos de la recta. 

Se eligen tres números (mejor que no sean consecutivos). 

Se sustituyen estos tres números en la fórmula de y. 

Se representan los puntos obtenidos. 

Con la regla se traza la recta que ha de pasar perfectamente por los tres puntos. 

Se hace lo mismo con la otra ecuación. 

Se eligen los tres valores de x que no provoquen decimales al calcular y. 

La solución del sistema se obtiene de las coordenadas del punto de intersección delas dos rectas. 


Ejemplo: Utilizando el método gráfico resolver el sistema de ecuaciones simultáneas siguiente: 
(E1) 3y-5x=50 

(E2) 2x-4y=6 

Despejando y de ambas ecuaciones, queda: 


5.(x + 10) 
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- 3 y=3 

40 5 
2 y=— e A 

3 y e 
1 y=15 A y<3 

50 3 
0 y = — 0 A 

3 dj s 

35 1 = 1 
1 y==— di 

3 1 

TA 

2 y=20 d a 

65 3 =0 
E — d 

3 


Graficando usando el Geogebra0 y ubicando el punto de intersección, finalmente obtenemos la 
solución aproximada que es (-15.57, - 9.29), cuyos valores exactos son: 


109 65 
a e: de > [x= -15.57142857 Ay = -9.285714285] 


7 


(-15.57, -9.29) 


Matemáticas para Genios ReprobadosO) AntúnezBook Tomo | 


l 3x-y = 5 SISTEMA DE MÉTODO 
yan ECUACIONES GRÁFICO 
y 


LA SOLUCIÓN ES EL 
PUNTO DE 
INTERSECCIÓN DE 
LAS RECTAS, CUANDO 
ÉSTAS SE CORTAN. 


En este ejemplo, la [| En este ejemplo, la 
Cuando x es 3, la y es 4 en ambas rectas.[=| solución es el punto (3,4) | solución es x=3, y=4 


7 Ejercicio 38 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones usando el método gráfico: 


1) (E1) 8x - 2y =28 
(E2) -2x + 4y = -14 

2) (E1) 11x - 2y =13 
(E2) x>“+ 9y = -10 

3) (E1) Ax - Ty =-48 
[EZ] -3x + 2y = 23 

4) (E1) 4/3 x- 6y =22 
(E2) -6x + by = -33 

5) (E1) Tx - by =-12 
(E2) -Lx+ Yay=0 


XXIIl MÉTODO DE DETERMINANTES (REGLA DE 
CRAMER) 


Es un método numérico utilizado para resolver sistemas de ecuaciones simultáneas de dos o 
más incógnitas. 


A medida que el número de incógnitas se hace muy grande, los métodos de reducción, 
sustitución e igualación, son más difíciles de aplicar, en cambio el método de determinantes es 
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más conveniente y en virtud de ser un método numérico, es adecuado para programarse en una 
computadora. De hecho los sistemas de ecuaciones de más de 5 incógnitas se resuelven 
utilizando computadora. 


En virtud de que en Éste método sólo se realizan operaciones aritméticas, he comprobado que 
para los estudiantes es su favorito, ya que se evitan las operaciones de reducir, sustituir o igualar, 
que en algunos casos son muy útiles, pero en otros lo importante es resolver correctamente el 
sistema de ecuaciones, sin importar que método se utilice. 


Un determinante es un arreglo de elementos ordenados en filas y columnas. Si el determinante 
se compone de 2 renglones (horizontales) y dos columnas (verticales), entonces se le denomina 
determinante de segundo orden o determinante de orden dos. 


El valor del determinante se obtiene multiplicando cruzado hacia abajo y hacia arriba, tomando 
en cuenta, que el producto hacia arriba se considera negativo, esto es: 


a b 
=ad-—bc 
c d 


Por ejemplo: 


3 P =(52)-6)U) =-10 -(-12) =-10+12 =2 


Para resolver un sistema de ecuaciones simultáneas con dos incógnitas por el método de 
determinantes, se siguen los pasos siguientes: 


Se arreglan por columnas las incógnitas. De la forma siguiente: 
E + by =cC 
dx + ey =f 


Donde x, y son las incógnitas; a, b, d, e son los coeficientes de x e y; c, f son los términos 
independientes. 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante A (Delta), formado por los 
coeficientes de las incógnitas x e y: 


Xx y 
A=|? Bla db 
e 


Se le llama discriminante, ya que nos permite saber si el sistema de ecuaciones tiene solución. 
Si el valor de A (Delta) es igual a cero, el proceso se detiene ya que el sistema no tiene una 
solución única. Si es diferente de cero, positivo o negativo, entonces el sistema si tiene una 
solución única. 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante x, Ax (Delta x), sustituyendo la 
columna de las x, por la columna de los términos independientes. Esto es: 
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TI y 
ax=[* Dice 
le 
El valor para la solución x, está dado por: 
Ax 
x== 
A 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante y, Ay (Delta y), sustituyendo la 
columna de las y, por la columna de los términos independientes. Esto es: 


x TI 
Ay=|% “|=af-—de 
d f 
El valor para la solución y, está dado por: 
A 
ER 


Nota que al calcular Ax y Ay, se sustituyen los términos independientes por la columna de la 
incógnita que buscamos. 


Ejemplos: Utilizando el método de determinantes resolver el sistema de ecuaciones simultáneas 
siguiente: 


3y - 5x=-50 

2x-4y=6 

Se arreglan por columnas las incógnitas, primero la de x y luego la de y. De la forma siguiente: 
-Bx + 3y =-50 

2x - 4y =6 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante A (Delta), formado por los 
coeficientes de las incógnitas x e y. 


A=% 31-54-06) =20-6=14 
2 


Como A (Delta) es diferente de cero, entonces el sistema si tiene una solución única. 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante x, Ax (Delta x), sustituyendo la 
columna de las x, por la columna de los términos independientes. Esto es: 
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TI y 
ax=90 31 ¿sox-4)-(63)=200-18=182 
6 —< 
El valor para la solución x, está dado por: 
Ax 182 
= — == —= 13 
A 14 
Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante y, Ay (Delta y), sustituyendo la 
columna de las y, por la columna de los términos independientes. Esto es: 


Xx 


ay=["5 =S0|2 (-5)(6) - (2-50) = -30 - (-100) =-30+100=70 
6 


2 
El valor para la solución y, está dado por: 
Ay 70 
ra 
La solución hallada es x= 13 e y =5 y se cumple en ambas ecuaciones, o sea: 
-Bx + 3y =-50 
2x - 4y =6 


(Es) + 3191 30 
2(13) - 4(5) =6 


q + 19=-50 
- 20=5 

-50 =-50 

6 =00 Ok. 


Ejemplo. Utilizando el método de determinantes resolver el sistema de ecuaciones simultáneas 
siguiente: 


3x+ 7y-58=0 
-2x = 50 - 8y 


Pasando los términos independientes al lado derecho del igual y las incógnitas al lado izquierdo 
y arreglando por columnas las incógnitas, primero la de x y luego la de y. Queda: 


3x + 7y =58 


-2x + 8y =50 


Matemáticas para Genios ReprobadosG) AntúnezBook Tomo | 
E  =h-QD AA e A 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante A (Delta), formado por los 
coeficientes de las incógnitas x e y. 


a= 1% 7 = (618) -(2X0) = 24 - (214) = 24 +14 = 38 
he 8 
Como A (Delta) es diferente de cero, entonces el sistema si tiene una solución única. 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante x, Ax (Delta x), sustituyendo la 
columna de las x, por la columna de los términos independientes. Esto es: 


TT y 
Ax=|8 7 - (588) - (50X7) = 464 - 350 =114 
50 8 


El valor para la solución x, está dado por : 
Ax 114 
X = — = —— 3 
A 38 
Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante y, Ay (Delta y), sustituyendo la 
columna de las y, por la columna de los términos independientes. Esto es: 


x TI 
Ay=13 38 - (3150) - (221668) =150-(-116) =150+116= 266 
-2 5 
El valorpara la solucióny, está dadopor: 
82 
A 38 


La solución hallada es x= 3e y=7 y se cumple en ambas ecuaciones, o sea: 
3x + 7y =58 

-2x + 8y =50 

3(3) + 7(7) =58 

-2(3) + 8(7) =50 


4. *+*AB=SS 
“0 +56 =530 
58 = 58 


90 =5D Ok. 
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7 Ejercicio 39 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones usando el método de determinantes: 


1) (E) Tx- 3y =-3 
(E2) Ax + by = 28 
2) (E1) Yx - Yay =3/2 
(ES) -Yax + Yy=-3/2 
3) (E1) 9x - 4y =-10 
(E2) 6x - 2y = 8 
4) (=$) 5Sx+ 8y =12 
(E2) Ax - Ty = -44 
5) (E1) Yx- Yay =9/2 
(E2) -8x + 2y =-64 


22.2 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 


1) Hallar dos números, sabiendo que si uno de ellos se suma con el doble de otro se obtiene 21 
y que si este último se suma con el doble del primero resulta 18. Solución: 


x = primer número 

y = segundo número 
Primero + el doble del segundo = 21 
El segundo + el doble del primero = 18 


El sistema de ecuaciones que se forma es: 


x+2y=21 
y + 2x= 18 
Ordenando el sistema, se obtiene: 
x+2y=21 
2x + y = 18 


Resolviendo por el método de determinantes, se tiene: 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante A (Delta), formado por los 
coeficientes de las incógnitas x e y. 


a= 1 22 00-062) =1-4=-3 
2 1 


Como A (Delta) es diferente de cero, entonces el sistema si tiene una solución única. 
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Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante x, Ax (Delta x), sustituyendo la 
columna de las x, por la columna de los términos independientes. Esto es: 


TI y 


ac=21 2- 210M-(19Q)=21-36=-15 
18 1 


El valor para la solución x, está dado por : 
Ax _-15_ 5 


A -3 
Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante y, Ay (Delta y), sustituyendo la 
columna de las y, por la columna de los términos independientes. 


Esto es: 
E TI 
Aay=1 21 (118)-(2QD=18-42 =-24 
2 18 
El valor para la solución y, está dado por : 
A —- 24 
A =-3 
La solución hallada es x= 5e y=8 y se cumple en ambas ecuaciones, o sea: 
x + 2y =21 
2x + y =18 
5 + 2(8) =21 
2(5)+ 8 =18 
5 + 16=21 
10 + 8=18 
21=21 
18 = 18 Ok. 
3) Irving compró en la tienda Salpinx un pantalón y una camisa por la cantidad de $ 364 


pesos. Sabiendo que el doble del costo de la camisa más 40 pesos es igual al costo del 
pantalón ¿Cuánto costo cada cosa? Solución: 
x = costo de la camisa 


y = costo del pantalón 
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Las condiciones son: 
Costo de la camisa + costo del pantalón = $ 364 
El doble del costo de la camisa + $ 40 = costo del pantalón 
Por lo tanto, el sistema de ecuaciones que se forma es: 
x + y=364 
2x+40=y 
Ordenando el sistema, se obtiene: 
x+ y =364 
2x- y=-40 
Resolviendo por el método de determinantes, se tiene: Se calcula el valor del determinante, 
llamado discriminante A (Delta), formado por los coeficientes de las incógnitas x e y. 


a= 1200-00 =-1-2=3 
2 -1 
Como A (Delta) es diferente de cero, entonces el sistema si tiene una solución única. 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante x, Ax (Delta x), sustituyendo la 
columna de las x, por la columna de los términos independientes. Esto es: 


T y 
ac=/36% 1 G69tD-(400) =-364+40=-324 
A 


Elvalorparalasolución x, está dadopor: 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante y, Ay (Delta y), sustituyendo la 
columna de las y, por la columna de los términos independientes. Esto es: 


x 


Ay=|! 364 1940) - (21364) = -40- 728 = 768 


2 -40 
El valor para la solución y, está dado por : 
ES Ay las 7768 = 256 
A -3 


La solución hallada es x= 108 e y = 256 y se cumple en ambas ecuaciones, o sea: 
x + y =364 
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2x - y =-40 


108 + 256 = 364 
2(108) - 256 =-40 


364 = 364 
40 =-40 Ok. 


3) Kevin trabaja por las tardes en una tienda como vendedor y recibe un salario semanal más 
una comisión, que es un porcentaje de las ventas. Una semana, por ventas de $ 3000 pesos, su 
pago total fue $ 760 pesos. La semana siguiente por ventas de $ 4000 pesos, su pago total fue 
de $ 880 pesos. Calcular su salario semanal y el porcentaje de comisión. Solución: 


x = salario semanal 
y = porcentaje de comisión 
Salario semanal + porcentaje de comisión de $ 3000 = $ 760 
Salario semanal + porcentaje de comisión de $ 4000 = $ 880 
El sistema de ecuaciones que se forma es: 
x + 3000y = 760 
x + 4000y = 880 
Resolviendo por el método de determinantes, se tiene: 
Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante A (Delta), formado por los 
coeficientes de las incógnitas x e y. 


x y 
A=|1 30001 (1)(4000 ) - (113000 ) = 4000 — 3000 = 1000 
1 4000 


Como A (Delta) es diferente de cero, entonces el sistema si tiene una solución única. 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante x, Ax (Delta x), sustituyendo la 
columna de las x, por la columna de los términos independientes. 


Esto es: 
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TI y 
Ax= 760 30001 — (76014000) - (88013000) 
880 4000 
Ax = 3040000 - 2640000 = 400000 
El valor para la solución x, está dado por : 
, — AX _ 400000 _ ¿o 


A 1000 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante y, Ay (Delta y), sustituyendo la 
columna de las y, por la columna de los términos independientes. Esto es: 


2 TI 


Ay=|1 76 - (11880) - (10760) = 880 - 760 =120 
1 880 


El valor para la solución y, está dado por : 


Es decir, su porcentaje de comisión es del 12 %. 


La solución hallada es x= 400 e y = 0.12 y se cumple en ambas ecuaciones, o sea: 
x + 3000y = 760 

x + 4000y = 880 

400 + 3000(0.12) = 760 

400 + 4000(0.12) = 880 


760 = 760 
880 = 880 Ok. 


4) En la bahía de Acapulco, una lancha de motor viaja a 60 kilómetros por hora (kph) con la 
corriente a favor y a 48 kilómetros por hora contra la corriente. Determine la corriente y la 
velocidad de la lancha en agua tranquila. Solución: 


x = velocidad de la lancha en agua tranquila 
y = corriente 
Las condiciones son: 
Velocidad de la lancha con la corriente a favor = 60 


Velocidad de la lancha con la corriente en contra = 48 


Por lo tanto, el sistema de ecuaciones que se forma es: 
x + y=60 
x - y=48 
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Resolviendo por el método de determinantes, se tiene: 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante A (Delta), formado por los 
coeficientes de las incógnitas x e y. 


x y 


a=l 1U= 06-00 =-1-1=-2 
1 —1 


Como A (Delta) es diferente de cero, entonces el sistema si tiene una solución única. 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante x, Ax (Delta x), sustituyendo la 
columna de las x, por la columna de los términos independientes. Esto es: 


TI y 
Ar=[60 11 (60D) - (480) = -60- 48 = -108 
48 —1 
El valor para la solución x, está dado por : 
_ Ax _ -108 _ 54 
A  -2 


Se calcula el valor del determinante, llamado discriminante y, Ay (Delta y), sustituyendo la 
columna de las y, por la columna de los términos independientes. Esto es: 


sE T 


Ay =P 6 (148) - (1(60) = 48 - 60 = -12 
1 48 


El valor para la solución y, está dado por : 


A - 12 
=> Sy = _— == 6 

A -2 
La solución hallada es x = 54 KPH e y = 6 KPH y se cumple en ambas ecuaciones, o sea: 
x + y=60 
x - y=48 
54 + 6=60 
54 - 6=48 
60 = 60 


48 = 48 Ok. 
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Ejercicio 40 


Resolver los siguientes problemas de aplicación práctica usando sistemas de ecuaciones con 2 
incógnitas: 


1) Se tienen $ 11.30 pesos en 78 monedas de a 20 centavos y 10 centavos ¿Cuántas 
monedas son de 10 centavos y cuántas son de 20 centavos? 

2) Un hombre tiene $ 404 pesos en 91 monedas de a $5 pesos y de $4 pesos ¿Cuántas 
monedas son de $ 5 pesos y cuántas son de $4 pesos? 

3) En uun cine hay 700 personas entre adultos y niños. Cada adulto pago 40 centavos y cada 
niño 15 centavos por su entrada. La recaudación por concepto de entradas es de $ 180 
pesos ¿Cuántos adultos y cuántos niños hay en el cine? 

4) Se reparten monedas de 20 centavos y de 25 centavos entre 44 personas, dándole una 
moneda a cada una. Si la cantidad repartida es de $9.95 pesos, ¿Cuántas personas 
recibieron monedas de 20 centavos y cuántas de 25 centavos? 

5) Setienen $ 419 pesos en 287 billetes de a $1 pesos y de a $2 pesos. ¿Cuántos billetes son 
de a $1 pesos y cuántos son de a $2 pesos? 

6) Con 174 dólares compré 34 libros de a $3 dólares y de a $ 7 dólares. ¿Cuántos libros 
compré de cada precio? 

7) Un comerciante empleó $ 6720 dólares en comprar trajes de a $ 375 dólares y sombreros 
de a $ 45 dólares. Si la suma de trajes y sombreros comprados es de 54, ¿Cuántos trajes 
compró y cuántos sombreros? 

8) La diferencia de dos números es 40 y 1/8 de su suma es 11. Hallar los números. 

9) La suma de dos números es 1529 y su diferencia es 101. Hallar los números. 

10) Los 2/3 de la suma de dos números es 74y los 3/5 de su diferencia es 9. Hallar los 
números. 

11) 5 trajes y 3 sombreros cuestan $ 4180 pesos, y 8 trajes y 9 sombreros cuestan $ 6940 
pesos. Hallar el precio de un traje y de un sombrero. 

12) Un hacendado compró 4 vacas y 7 caballos por $ 514 dólares y, más tarde a los mismos 
precios, compró 8 vacas y 9 caballos por $ 818 dólares. Hallar el costo de una vaca y de un 
caballo. 

13) En un cine, 10 entradas de adulto y 9 de niño cuestan $ 5.12 dólares, y 17 de niño y 15 de 
adulto cuestan $ 8.31 dólares. Hallar el precio de una entrada de niño y una de adulto. 

14) Sia 5 veces el mayor de dos números se añade 7 veces el menor, la suma es 316, y sia 9 
veces el menor se resta el cuádruplo del mayor, la diferencia es 83. Hallar los números. 

15) Los 3/7 de la edad de A aumentados en los 3/8 de la edad de B suman 15 años, y los 2/3 
de la edad de A disminuidos en los 9% de la edad de B equivalen a 2 años. Hallar ambas 
edades. 

16) Un hombre rema río abajo 10 Km. en una hora y río arriba a 4 Km. en una hora. Hallar la 
velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad del río. 

17) Una tripulación rema 28 Km. en 1 9 horas río abajo y 24 Km. en tres horas río arriba. Hallar 
la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad del río. 

18) Sí Ale da a B $1 peso, ambos tienen lo mismo, y si B le da a A $1 peso, A tendrá el triple 
de lo que le quede a B. ¿Cuánto tiene cada uno? 

19) Hace 10 años la edad de A era el doble que la de B; dentro de 10 años la edad de B será 
los Y de la de A. Hallar las edades actuales. 
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XXIII ECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO 


La ecuación general de segundo grado tiene la forma: 
ax2+bx+c=0 siendoa +0 
Donde a es el coeficiente de x?, b el coeficiente de x y c el término independiente. 


De acuerdo al Teorema Fundamental del Álgebra, que expresa que “Toda ecuación de grado n, 
tiene n raíces, ya sea reales o complejas”, la ecuación de segundo grado tendrá dos raíces. 


La raíz es una solución de una ecuación y se les llama así a partir de la ecuación de segundo 
grado o mayor. Las raíces gráficamente son los puntos donde la curva de la ecuación corta al eje 
de las x. El tipo de raíces nos lo indica el discriminante A de la ecuación. Esto es: 


A= x¡b? — 4ac 
Sí b*- 4ac > 0 las raíces son reales y distintas 
Sí b*- 4ac =0 las raíces son reales e iguales 


Sí b*-4ac < 0 las raíces son complejas y conjugadas 


2 raíces 


2 raíces distintas 


En nuestro estudio, obtendremos las raíces sólo en los dos primeros casos, es decir, cuando 
sean reales, ya sea iguales o distintas. Si el radicando es negativo, entonces las raíces no existen 
en los números reales, sino que caen en el campo de los números complejos, que se estudian 
en matemáticas superiores. 


Si denotamos por las raíces de la ecuación de segundo grado a x1 y X2, entonces podemos 
factorizar la ecuación de segundo grado de la forma: 


a(x - x1) (x- x2)=0 


Note que el 1 y 2, que aparecen están colocados en la parte inferior de la letra y a esto se les 
llama subíndices, que únicamente nos indican orden o posición y son distintos de los 
exponentes, a los cuales también se les llama superíndices. 


Para resolver una ecuación de segundo grado existen varios métodos, algunos de los cuales se 
vieron en el tema de factorización, así que solo utilizaremos el método de completar el trinomio 
cuadrado perfecto y el de la fórmula general, que en la práctica son los más utilizados. 


23.2 SOLUCIÓN POR COMPLETAR EL TRINOMIO CUADRADO PERFECTO 


Para ser un trinomio cuadrado perfecto (TCP), el primero y último términos deben ser cuadrados 
de alguna expresión y el término medio debe ser el doble producto de las raíces cuadradas del 


Matemáticas para Genios ReprobadosO) AntúnezBook Tomo | 
AAA A A 


primero y el último término. El trinomio cuadrado perfecto es igual entonces al cuadrado de un 
binomio. Por ejemplo: 


Si la ecuación de segundo grado es: x2+6y+9=0, 

Entonces, se tiene un TCP, ya que se cumple con sus propiedades. Esto es: 
(92 + 2 (3) x + (3)2=0 

Por lo tanto: 
(x+ 3)2=0 

Es decir, 
(x+ 3) (x+3)=0 


Lo anterior significa que sus raíces son: x1 =-3 y X2 =-3, es decir, son reales e iguales. Note que 
las raíces se toman con signo contrario, ya que al estar factorizadas, para que se cumpla la 
igualdad es necesario que cualquiera de los factores sea cero, es decir: 


x+3=0 
Por lo tanto: x=-3 


Cuando el trinomio cuadrado perfecto no está completo, es necesario completarlo, para lo cual 
seguimos el procedimiento siguiente: 


ax2+bx+c=0 siendoa 0 


1. Si el coeficiente de x? (a) es diferente de 1, dividimos toda la ecuación entre éste 
coeficiente. 

2. Pasamos el término independiente (c) del lado derecho del igual (con signo contrario). 

3. Aambos miembros les agregamos la mitad del coeficiente de x (b) elevado al cuadrado. 

4. El primer miembro se convierte en un trinomio cuadrado perfecto, que será expresado 
como el cuadrado de un binomio. 

5. Reducimos términos en el lado derecho del igual hasta obtener un sólo valor. 

6. Extraemos raíz cuadrada a ambos lados de la igualdad. 

7. Despejamos x y obtenemos las dos raíces, la primera tomando el signo + del radical y la 
segunda tomando el signo -. 


Ejemplo. Resolver la ecuación de segundo grado siguiente: 2x2? -8x+6=0 
Como el coeficiente de x? es 2, dividimos toda la ecuación entre 2: 
2/2 x2 - 8/2x+ 6/2 = 0/2 


Queda: x2- 4Ax+3=0 
Pasamos el término independiente + 3, al segundo miembro: 
x2-4x =-3 


Ahora sumamos a ambos miembros, la mitad del coeficiente de x (-4) al cuadrado. Esto es: 
x2 - Ax + (-4/2)2= - 3 + (-4/2)?2 
e =dáx += 3 +12 
x2-4x +4=-3+4 


El primer miembro se convierte en un trinomio cuadrado perfecto, que será expresado como el 
cuadrado de un binomio y reduciendo términos en el lado derecho del igual, queda: 
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(x- 2)2=1 

Extrayendo raíz cuadrada a ambos miembros, se tiene: 
(x- 2) = +v1 
(x- 2) =+1 

Despejando x, queda: x=2+w1 

Tomando el signo +: x1=2+1=3 

Tomando el signo -: x=2-1=1 


Es decir, sus raíces son: X1 =3 y X2 = 1. Por tanto, la solución puede expresarse como: 
(x- 3) (x-1)=0 


Comprobación: sustituyendo en la ecuación original, el valor de las raíces halladas, se tiene: 
Para X1 =3 
2x2? -8x+6=0 


2(3)? -3(3) +6=0 
2(9) - 24+6=0 


18 -24 +6=0 
24 -24=0 
0=0 Ok. 
Para x2 = 1 

2x2 -8x+6=0 
2(1)? - 8(1)+6=0 
2(1) -8+6=0 
2-8+6=0 
8-8=0 

0=0 Ok. 


Ejemplo. Resolver la ecuación de segundo grado siguiente: 3x2 - 11x-27=0 
Como el coeficiente de x? es 3, dividimos toda la ecuación entre 3: 

3/3 x2 - 11/3x-27/3=0/3 
Queda: x2 - 11/3 x-9=0 


Pasamos el término independiente - 9, al segundo miembro: 
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x2 - 11/3x= 9 
Ahora sumamos a ambos miembros, la mitad del coeficiente de x (-11/3) al cuadrado. Esto es: 
x2 - 11/3x +(-11/3/2)? = 9 + (-11/3/2)?2 
x2 - 11/3x +(-11/6)?= 9+ (-11/6)2 
x2 - 11/3x + 121/36= 9+ 121/36 
El primer miembro se convierte en un trinomio cuadrado perfecto, que será expresado como el 


cuadrado de un binomio y reduciendo términos en el lado derecho del igual, queda: 


a _9x36+121 324 +121 _ 445 
6 36 36 36 
11.,, 445 
x= —)”= =— 
( 6 ) 36 
Extrayendo raíz cuadrada a ambos miembros 


11 [445 -/445 -/445 
X -—= + ll =3¿+ == E 
6 36 1436 6 


(% 


1 _, 445 
6 6 


Despejando x: 


q 1 , 445 _ 11 + -/445 - 534917 
6 6 6 
_ A - A Y44S_ -—1.682503 


Es decir, sus raíces son: X1 = 5.34917 y x2 =-1.682503. Por tanto, la solución puede expresarse 
como: (x - 5.34917) (x+ 1.682503) = 0 


Comprobación: sustituyendo en la ecuación original, el valor de las raíces halladas, se tiene: 
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| Para X1 =5.34917 

10 
3x2 - 11x-27=0 

s 3(5.34917)? - 11(5.34917) -27=0 

6 
3(28.6136196889) -58.84087 -27 = 0 

Ú 3x2 - 11x-27 85.8408590667 - 85.84087 =0 

2 -0.0000109333=0 Ok. 

4 > 0.2. 4 |6 8 10  Paraxz =-1.682503 
-2 3x2 - 11x-27=0 


3(-1.682503)? - 11(-1.682503) - 27 =0 
3(2.830816345009) +18.507533 -27=0 
26 8.492449035027+ 18.507533 -27=0 
20 99082039021 = 21 =U 
-0.000017964973 =0 Ok. 


Otro método para completar el trinomio cuadrado perfecto (TCP) cuando su forma general es: 
ax2+bx+c=0 

Tiene tres términos. El coeficiente del primero (x?) es a. El segundo es el término medio y su 
coeficiente es b. El tercero es el término independiente c. 


Para resolverlo: Primero multiplicamos y dividimos todo por el coeficiente a. Escribimos dos 
factores, en cada paréntesis se pone la raíz cuadrada del primero, se buscan dos números que 
sumados den el coeficiente del segundo b y multiplicados den el término independiente c; para 
encontrarlos se descompone el independiente en factores primos. 


Ejemplos. Factorizar los trinomios siguientes: 
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1) 6x* -7x-3 
Multiplica r y dividir to do por el coeficient e del primero 6 
6x?(6) (617 x) -6(3) 
6 
36x? —7(6x)-18 
6 
Buscamos dos factores, cuyo primer término es la raíz cuadrada del primero y es 6x. 


Buscamos dos números que sumados nos den -7 y multiplica dos den -18. Son el - 9 y 2. 
(6x—9X6x +2) 
6 
Factorizam os el 3 y el 2 en el primer y segundo factor : 
32x-3)x2(Gx+1) 
6 
Cancelamos el 6 en el numerador y denominado r 
6(21-3)WG1+1) _ 
6 


(Qx-3)Gx+1) 


2) 20x*+7x-6 
Multiplica r y dividir to do por el coeficient e del primero 20 
201? (20) + (20,7 x) -6(20) 
20 
400x ? +7(20x)-120 
20 
Buscamos dos factores, cuyo primer término es la raíz cuadrada del primero y es 20x. 


Buscamos dos números que sumados nos den +7 y multiplica dos den - 120. Son el +15 y - 8. 
(Q0x+15)20x-8) 
20 
Factorizam os el 5 y el 4 en el primer y segundo factor : 
54x+3)x4(5x +2) 
20 
Cancelamos el 20 en el numerador y denominado r 
20(4x + 3)1(5x +2) 


= (4x+3)Óx+2) 


20 
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3) 41? +15x+9 

Multiplica r y dividir to do por el coeficiente del primero 4 
4x7 (4) +(41(15x) +9(4) 

a o 

16x * +15(4.x) +36 


4 
Buscamos dos factores, cuyo primer tér mino es la raíz cuadrada del primero y es 4x. 


Buscamos dos números que sumados nos den +15 y multiplica dos den + 36. Son el +12 y +3. 
(4x +12)(4x +3) 
4 
Factorizam os el 4 en el primer factor : 
4Ax+3)x (4x +3) 
4 
Cancelamos el 4 en el numerador y denominado r 
A(x+3)14x +3) 
4 


Cuando tenemos un trinomio dentro de una integral, conviene factorizar el trinomio ax? + bx + c 
en la forma a(x+d)? + e, donde: 


= (x+3)(4x +3) 


b py? 
— Ye =t-—— 


La da 


Primero debes entender lo que pasa cuando desarrollas (x+d)? 


(x+0)2 = (x+0)(x+d) = x(x+d) + d(x+d) = x2 + 2dx + d2 

Así que si podemos poner la ecuación en la forma: 

x2 + 2dx + d2 
Entonces podemos escribirla inmediatamente como: 

(x+d)? 
Que está bastante cerca de lo que queremos, el trabajo estaría casi hecho. 

El caso más simple: 

Vamos a trabajar primero con: y? +bxr=0 


ENS 
Suma (b/2)? a los dos lados: e +bx + (3) = (3) 


Ahora mira la "pista" de arriba y piensa en que 2d=b así que d=b/2 
Sí, está en la forma x? + 2dx + d2 donde d=b/2, así que lo volvemos a escribir 
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py? py? 
Completamos el cuadrado: (+ (3)) = (3) 


Ahora vamos al caso completo: 


Empieza con ar+br+e=0 
e nal 2 b € 

Divide la ecuación entre a + pd + P =( 

o 0d C 
Ponemos c/a en el otro lado E a 

a a 
2 2 

Sumamos (b/2a)2 a los dos , b DN € Ñ b 
lados ev Pd + %a) a %a 
Tenemos la forma x2 + 2dx + d2 que queríamos 


(si "b/2a" es "a", claro) 


A A 
"Completamos el cuadrado" +=] =--=+|-— 
2a a 


Ahora lo traemos todo de vuelta 
a la izquierda y multiplicamos 


todo por a 
y? Pd e (2Y_o 
“+2a) "a 2) — 
py p? 
Comparando: pda -—=0J 
p Q (> + 2) + E Za 
Tenemos: ax+d)?+e=0 
b y? 
Donde: d=— yve=c=— 
a Ye=0C Za 
Ejemplo: Completar el trinomio cuadrado de 3x2 - 4x-5=0 
Empieza con 3x2 -4x-5=0 
7 sá 4 5 
Divide la ecuación entre a — go _ 3 =00 
4 
Pon c/a en el otro lado a — 3 = : 
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2 2 
Suma (b/2a)? en los dos lados As E + (5) = Ed Ale (5) 


... ahora la podemos transformar... 


a? 5 dx? 
"Completamos el cuadrado" (2 = >) =- (5) 
6) 73d 
me 212 5 16 19 
Podemos simplificar las fracciones (2 — 5) ==+==-— 
3 3-36 9 
Ahora lo traemos todo de vuelta... 
e io 212 19 
... a la izquierda y multiplicando por a = 3 (2 EE 5) e =0 
: La 2142 19 
... y con el mismo coeficiente de x? 3 (o - 5) == 0 
Ao 1 3 Pero pasa algo interesante... el vértice (el punto más alto o más bajo de la 
| curva) está en (2/3, -19/3)... ¡y esos números aparecen en la ecuación! 
1 
2 Otra cosa es que ahora podemos resolver la ecuación a mano: 
ae 18 
3(2-5) -7=0 
3 3 
A 3( >) 19 
EL=3) => 
sa 3 3 
? 
( al 19 
T — — A 
9 
2 
x—5=x+vy19/9 
3 
z 


x= —0.786... and 2.120... 


¿Para qué "completar el cuadrado"? ¿Para qué querrías completar el cuadrado cuando basta 
usar la fórmula cuadrática para resolver una ecuación cuadrática? Bueno, la respuesta está 
arriba en parte, donde la forma nueva te da el vértice, y también hace la ecuación fácil de 
resolver. Es sólo otra herramienta en tu caja de herramientas matemáticas. 


A veces la forma "ax? + bx + c" puede ser parte de un problema más grande y escribirla como 
"a(x+d)? + e" hace más fácil llegar a la solución, porque la "x" sólo aparece una vez. Por ejemplo 
es difícil integrar 1/(3x? - 4x - 6) pero 1/(3(x - 4/6)? - 22/3) es más fácil de integrar por fórmulas. 
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Ejemplo: Completar el trinomio cuadrado de 5x2? - 8x+ 15. En este caso, a=5, b=-8yc= 15 


Lo tenemos que transformar a la forma: a(x+d)? + e 


Donde: 
b 
d => ,Y: =t- — 
2a y. e=€ 
Calculamos los valores de d=-8/(2(5)=-8/10=-4/5 


Y e =15 - (-8)/(4(5)) = 15 -64/20=59/5 
Por lo tanto, la respuesta es: a(x+d)? + e = 5(x - 4/5)2+ 59/5 
Comprobación: Desarrollando el binomio 
52 - 8/5 x+ 16/25) + 59/5 = 5x2 - 8x + 16/5 + 59/5 = 5x2 - 8x+ 15 


Que es el trinomio original. OK 


Ejemplo: Completar el trinomio cuadrado de 12 - 16x - 4x2 
En este caso, a=-4, b=- l6yc=12 


Lo tenemos que transformar a la forma: a(x+d)? + e 


Donde: 
b 
d= a ¿Y e =e- e 
Calculamos los valores de = -16 /(2(-4)) =-16/-8=2 


Y e = 12 - (-16)2/(4(-4)) = 12 - 256 / -16 = 12+16 = 28 
Por lo tanto, la respuesta es: a(x+d)? + e = -4(x + 2)2+ 28 = 28 - 4(x + 2)? 
Comprobación: Desarrollando el binomio 
28 - 4(x2 + 4x + 4) = 28 - 4x2 - 16x - 16 = 12 - 16x - 4x2 Que es el trinomio original. OK 


23.3 SOLUCIÓN POR LA FÓRMULA GENERAL 


La fórmula general es un método numérico simplificado y por lo tal, es adecuado para 
programarse en una computadora y es más fácil de utilizar. 


La fórmula general para resolver una ecuación de segundo grado se obtiene completando el 
trinomio cuadrado perfecto a partir de la ecuación general de segundo grado, de ahí su nombre 
de fórmula general. 


A continuación se deduce la fórmula general de la ecuación de segundo grado: 


ax2+bx+c=0 


Como a no puede ser 0, se puede dividir toda la ecuación entre a: 


a/a x2+b/a x+c/a=0 
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x2+ b/a x+c/a=0 
Pasando el término independiente al otro miembro con signo contrario: 
x2+b/a x=-c/a 
Sumando a ambos miembros el cuadrado de la mitad del coeficiente de x, se tiene: 
x2+b/a x + (b/2a)? = - c/a + ( b/2a)?2 
x2 + b/a x + b2/4a? = - c/a + b2/4a? 


El primer miembro se convierte en un trinomio cuadrado perfecto, que será expresado como el 
cuadrado de un binomio y reduciendo términos en el lado derecho del igual, queda: 


Sacando como común denominador a 4a? 


(y Ñ — 4ac + b? Ñ b?-—4ac 
la. 4 4d 


pa raíz a ambos miembros : 


mn p? E 4 2 _ Eb? 4ac — 4ac 
IS A 2a 


e y 


1) + /b? —-4ac 
(x+ —) = — 

2a 2a 
Finalmente, despejando x : 


b +x[b?*-4ac 


x =- — 2 como se tiene el mismo denominador 2a, 
2a 2a 
Queda : 
=bix/b?-4 
£= O Que es la famosa Fórmula General para 
a 


resolver la ecuación de segundo grado. 


Para aplicar la fórmula general sólo se necesita saber el valor con su signo de los coeficientes a, 
b, y c, después sustituimos sus valores y realizamos las operaciones indicadas, hasta hallar las 
dos raíces, una tomando el radical con signo + y la otra con el signo -. Sí nos resulta que el valor 
dentro del radical es negativo, detenemos el proceso porque la solución cae en el campo de los 
números complejos y no de los números reales. 


Ejemplo. Resolver la ecuación de segundo grado siguiente: 3x2 - 12x- 7=0 


En este caso, a = 3,b=-12 y c=-7. Nota que a, b, c toman los signos que tienen los 
coeficientes. 
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_—b Af? ac _ (12) + (12) ACT) 


2a 263) 

E 12+-/144+84 _12+-/228 _12+15.09967 

: 6 6 6 

e A 27.09967 _ ¿51661 

—165. 7 —3. 
A _Y 15.0996 E 309967 _ 051661 
6 6 

Es decir, las raíces para esta ecuación son: X1 =4.51661 y x2 =-0.51661 
Ejemplo. Resolver la ecuación de segundo grado siguiente: -5x2 + 8x-3=0 


En este caso, a=-5,b=8 y c=-3. Note que se toman los signos que tienen los coeficientes. 


em —b+x[b? —4ac _ (DD: /8* - 4) 


2a 255) 
_—8++/64-60 -8+/4 -8+2 
—10 —10 —10 
pe 6 E $ 0.6 
—10 -10 5 
-8-2 -—10 
Xx, — o A, — 
Ñ —10 —10 
Es decir, las raíces para esta ecuación son: X1 =-3/5 y xo =1 


Ejemplo. Resolver la ecuación de segundo grado siguiente: 6x2-5x+ 1=0 


6x2 -5x+1=0 
a=6; b=-5; c=1 


-b + ./b2 - 4ac 


x= 2a 
sustituyendo 
q 65) 05% - 4(6H1) 

a 2(6) 

A 5+,/25 - 24 3.1 
a 12 12 

6 1 4 1 

== — 
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Resolver la ecuación 4x?-37x+9=0 
Identificamos los coeficientes: a=4. b=-37, c=9 


Aplicamos las fórmulas: 


Las soluciones son x,=9 y x,= "| 


Comprobación: 


2 
bu = 2 —_ mi EN 3 
4 4) 


Aplicando la fórmula general, las raíces son 


—b+ VI — 4ac 


2a 
—2b b 


La suma de las raíces es S=-——"=--, 
2a a 


El producto de las raíces es 


p= 


(ET) 44 +9 37/1369 144 37 


Parax=9 —_—>» 4:92-37:9+9=324-333+9=0 


36 


AT 
> E gr: 4 


—b-— VB — 4ac 
2a " 


—-b+VB—tdac —b-— VB -— ac _ED?- (tad) _c 


2a 2a 


Ejemplos: 


42 


Matemáticas para Genios ReprobadosO) AntúnezBook Tomo | 


Sin resolver las ecuaciones, encontrar la suma S y el producto P de las raíces. 

a x-7x+6=0. Aquí a= 1, b= —7, c= 6; entonces S = ae ¡A P=*= 6. 
6 

b 2é+6x-3=0.  —Aquía=2, b=6, c=—3; entonces S=-=-3, P= 

1 


DO x+3%+5=0. Escríbala como 3 + x +5 =0. Entonces S= — 3 


d 3%-—5x=0. Aquí a=3, b==5, c =0; entonces $ =>, P=0. 


e) 24+3=0.  —Aquía=2,b=0,c= 3; entonces S=0, P=> 
+ 
¡aia aa, PL 
mn mn 
—0.01 1 7%. 40 


2 0.32 — 0.01x + 4 E 0. Entonces S= e 03 NN 30 P 0.3 E 3 
23.4 ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO INCOMPLETAS 


Se les llama así a aquellas ecuaciones de segundo grado que les hace falta ya sea el término 
lineal o el término independiente. Son más fáciles de resolver y se ilustra con los casos 
siguientes: 


ECUACIÓN INCOMPLETA SIN TÉRMINO INDEPENDIENTE 

Su forma general es: ax? + bx=0 

Factorizando x, queda: x(ax+b)=0 

Por lo tanto, la igualdad se cumple si cualquiera de los 2 factores es cero, esto es: 
Síx=0 


y sí ax + b =0, despejando x, queda: ax=-b, x=-b/a 
Es decir, las raíces para esta ecuación son: Xx1=0 y x» =-b/a 
Ejemplos: Resolver la ecuación 4x2 + 6x=0 


En este caso, a = 4, b= 6. 
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4x + 6x 
Es decir, las raíces para esta ecuación son: x=0 yx 


=-6/4=-3/2 


Comprobación para x2 = -3/2 
4(-3/2)? + 6(-3/2) = 0 
4(9/4) - 18/2=0 


9-9=0 
0O=0 Ok. 
Resolver la ecuación 3x?- 10x=0 


En este caso, a = 3, b= -10. 


Es decir, las raíces para esta ecuación son: x=0 yx 
= -(-10)/3= 10/3 


Comprobación para x2 = 10/3 
3(10/3)? - 10(10/3) = 0 
3(100/9) - 100/3 = 0 

300/9 - 100/3 =0 

100/3 - 100/3 =0 

O = 0 0k. 
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23.5 ECUACIÓN INCOMPLETA SIN TÉRMINO LINEAL 


Su forma general es: a2+c=0 
Pasando el término independiente c al otro miembro, queda: ax? =-C 
Despejando x2: x2 =-c/a 


Extrayendo raíz cuadrada a ambos miembros, queda: 


E 
x= +, -= 
a 


Para que el sistema tenga solución, es necesario 
que a y c sean de signos contrarios . 
Es decir, las raíces para esta ecuación son : 


C 
Xx =+,|-—= 


Las raíces siempre resultan simétricas, es decir, una es positiva y la otra es negativa y se 
encuentran a la misma distancia del origen, porque son iguales en valor absoluto. 


Ejemplo. Resolver la ecuación 4x2-9=0 


En este casoa=4yc=-9 


Ñ 4x - 9 Es decir, las raices para esta ecuación son : 
E _ 4/9 _3 
4 Ja 2 
E 9 _ 
4 4 y 
-2 
, Comprobación para x2 = -3/2 
4(-3/2)?-9=0 
Ad 4(9/4)- 9 =0 
9-9=0 
En 0O=0 Ok. 
Ejemplo: Resolver la ecuación x2-25=0 


En este casoa=1yc=-25 
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Es decir, las raíces qe esta ecuación son : 


E (A). 

des 7 AS - 

y (225) _ 2/25 5 
2 1 A 


Comprobación para x2 = -5 
x2 - 25=0 

(5)? - 25=0 

25 - 25=0 

0=0 0k. 


23.6 EJEMPLOS DE APLICACIÓN PRÁCTICA 
1) Hallar un número sabiendo que es ¡igual al doble de su raíz cuadrada más 3. 
Solución: La condición del problema algebraicamente se representa por: 


x=2 Vx + 3 Ahora pasando el 3 al primer miembro y después elevando al cuadrado 
ambos miembros, queda: 


(x- 3)? = (2 dx)? 
- 6x +9 = 4x 
Pasando el 4x al primer miembro como -4x, queda: —x? - 10x+9=0 
Resolviendo ésta ecuación mediante la fórmula general, se obtiene: x1=1 y x2= 9 


Es decir, sólo el número 9 cumple con la condición del problema y es la única solución válida. 


2) Hallar las dimensiones de un rectángulo, sabiendo que su largo es el triple de su altura, y que 
si se disminuye en 1 metro su altura y se aumenta en 3 metros su largo, el área vale 72 m2. 


Solución: El área de un rectángulo es igual a A = largo x altura 
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Si la altura la representamos por x, entonces las condiciones traducidas a expresiones 
algebraicas son: 


Altura = x; largo = 3x. Por lo tanto el área es igual a: 
A= x (3x) = 3x2 


Pero si disminuimos la altura 1 m., x - 1; y si aumentamos 3 m. el largo, 3x +3; entonces el área 
vale 72 m?; esto es: 


72 = (x -1) (3x + 3). 


Realizando el producto, queda: 12 =3x2+ 3x - 3x- 3 


O sea: 3x2- 715=0 
3x2= 75 
x2= 75/3 = 25 
Por lo tanto la solución es: x1=5b y xo=-5 


Es decir, sólo el número 5 cumple con la condición del problema y es la única solución válida. O 
sea: Altura = 5 m. y largo = 15 m. 


3) Un comerciante compra un determinado número de lapiceros por $ 180 pesos y los vende 
todos menos 6 con una ganancia de $2 pesos por lapicero. Sabiendo que con el dinero 
recaudado en la venta podría haber comprado 30 lapiceros más que antes, calcular el precio 
de cada lapicero. 


Sea x el costo de cada lapicero en pesos; entonces 180/x = número de lapiceros que compró. 
Luego 
(180/x - Gx + 2) =x (180/x + 30) 
Realizando los productos, queda: —36x2+ 12x - 360 = 0 
Resolviendo mediante la fórmula general, queda: x1=3 y X2=- 10/3 


Por lo tanto la solución es: X1 = $ 3 pesos cada lapicero. 


Ejercicio 41 
Resolver las siguientes ecuaciones de segundo grado: 


1) 9 -9x - 28=0 
2) 8x2 - 36x + 40=0 
3) X + 23x+ 132=0 
4) -15x? +60=0 
5) 9x2 + 72x =0 

6) 2x2 +9x+28=0 
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Resolver los siguientes problemas mediante el uso de la ecuación de segundo grado: 


7) Hallar 2 números positivos, sabiendo que uno de ellos es igual al triple del otro más 5 y que 
el producto de ambos es igual a 68. 

8) Hallar las dimensiones de un rectángulo cuyo perímetro es 50 m y cuya área es de 150 m2. 

9) La hipotenusa de un triángulo rectángulo es igual a 34 cm. Hallar las longitudes de los catetos 
sabiendo que uno de ellos es 14 cm mayor que el otro. Utilice el Teorema de Pitágoras que 
nos dice que c? = a? + b2; siendo c, la hipotenusa, a y b son los catetos del triángulo 
rectángulo. 

10)Dos operarios A y B, juntos realizan una tarea en 10 días. Trabajando por separado, A tardaría 
5 días más que B. Hallar el número de días que tardarían en hacer la tarea trabajando cada 
uno por sí solo. 


XXIV LOGARITMOS 


Logaritmo, es el exponente o potencia a la que un número fijo, llamado base, se ha de elevar 
para dar un número dado. 


Argumento o 
antilogaritmo 


exponente 


log,a=c O 


z 


base del logaritmo logaritmo base potencia 


Por ejemplo, en la expresión 103 = 1000, el logaritmo de 1000 en base 10 es igual a 3. Esto se 
escribe como Log1o 1000 = 3. Los logaritmos fueron originalmente inventados para simplificar 
los procedimientos aritméticos de potencias y extracción de raíces, ya que mediante ellos, la 
potenciación se convierte en multiplicación, y la radicación en división. Actualmente tienen 
muchas aplicaciones tanto en las matemáticas puras como en las aplicadas. 


En matemáticas se utilizan principalmente dos tipos de logaritmos: Los logaritmos naturales o 
científicos y los logaritmos decimales o vulgares. Los primeros utilizan como base al número e 
= 2,./182818284590452B..000u0... y se representan por Ln. Los decimales usan como base el 
número 10, al igual como nuestro sistema de numeración y se representan por Log. La base 
tiene que ser distinta de la unidad, es decir, el menor número base tiene que ser 2 o mayor. 
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LOGARITMO NATURAL 


El logaritmo con base € se conoce como 
logaritmo natural y se denota como ln: 


y =Inx=log, x 


La función logaritmo natural -=!Inx 
es la función inversa de la función 
exponencial y=e' 


Las primeras tablas de logaritmos naturales fueron publicadas por separado por el matemático 
escocés John Napier en 1614 y por el suizo Justus Byrgius en 1620. Por esta razón, también se 
le llaman logaritmos neperianos. La primera tabla de logaritmos decimales, también llamados 
comunes o vulgares fue compilada por el matemático inglés Henry Briggs. 


Un antilogaritmo es la base elevada a la potencia del número dado. Por ejemplo, el antilogaritmo 
de 4 en base 10 es 10* = 10 000. El antilogaritmo es el resultado de la operación de 
potenciación. En los logaritmos naturales se representa por e* y en los decimales por 10%, 


El logaritmo de un número se compone de una parte entera y una decimal. A la parte entera se 
le llama característica y a la decimal mantisa. Si el número al que se le busca logaritmo es mayor 
que la base, su característica es positiva y si es menor, entonces es negativa. La mantisa siempre 
es positiva. Ejemplos: 


1) Logaritmo decimal de 2362.65 = 3.373399. Su característica es 3 y su mantisa es 
0.373399. La característica de un número positivo es igual al número de cifras enteras 
disminuido en 1, en este caso 4 - 1 =3. 


2 Logaritmo decimal de 0.0026627 = - 2.574677. Su característica es - 2 y su mantisa es 
0.574677. Con calculadora, la característica de un número decimal es igual al número de ceros 
después del punto decimal y es negativa, en este caso es -2. Con tablas de logaritmos, la 
característica de un número decimal es negativa e igual al número de ceros después del punto 
decimal aumentado en 1, en este caso -(2 + 1) = - 3. La mantisa siempre es positiva. 


24.2 PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS 


En virtud de que los logaritmos son exponentes, en ellos se aplican las mismas reglas de la 
exponenciación o potenciación. 


En general, si tomamos como base de los logaritmos el número x, entonces por definición: 


Log N =n sí y sólo sí x” =N (L1) 


Ejemplos: 
Log2 64 = 6 ya que 286=64 
Loga4 64 = 3 ya que 43=64 


Matemáticas para Genios ReprobadosO) AntúnezBook Tomo | 
E EEC EEOOPEECOOOEREE E AA —ee e RR 


Logg 64 = 2 ya que 82=64 

Log16 64 = 3/2 ya que 163/2= (161/23 = 43= 64 

Log32 64 = 6/5 ya que 329/5 = (321/5)8 = ((25)1/5)6 = 26 = 64 
Logs4 64 = 1 ya que 641 =64 


También, Log, 1 =0 ya que x0= 1, siempre que x sea diferente de O. 


Ejemplos: utilizando la definición de logaritmo 
1) Hallar el valor de A sí Logs A = 3 


Solución: como la base es 5 y el logaritmo (exponente) es 3, se tiene que 53 = A, por lo tanto A = 
5x5x5b=125 


2) Hallar el valor de la base x sí Logx 1024 = 5 
Solución: como la base es x y el logaritmo (exponente) es 5, se tiene que x5 = 1024, 


Por lo tanto: 


x =3/1024 =4 


Comprobación: 44=4x4x4x4x4= 1024 
3) Hallar el valor del logaritmo a, sí Log32 2 = a 
Solución: como la base es 32 y el logaritmo (exponente) es a, se tiene que 328 = 2, 


Y como 3215= 2, se concluye que a= 1/5 


24.3 LOGARITMO DE UN PRODUCTO 

Sean A y B dos números cuyo producto es AB. 

Entonces: Log, AB = Log, A + Log; B. (L2) 
Demostración: Tomando como base de los logaritmos al número x, se tiene: 
Log A=a y LogxB=b 


Entonces, por (L1), se tiene 


A=x? y B=xb 

Por lo tanto, 

AB = (x? ) (xb )= xa+b y Log AB=a+b 
Entonces: Log, AB = Log, A + Log; B. 


Que se enuncia: el logaritmo de un producto de dos números positivos es igual a la suma de los 
logaritmos de cada uno de los factores. 


Nota como mediante el uso de logaritmos, la operación se transforma en suma. 


De la misma forma, para tres factores se obtiene: 
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Logx ABC = Log; A + Log; B + Log, C (L3) 


Anteriormente, para calcular los logaritmos se recurría a las tablas matemáticas. Actualmente, 
se utilizan la calculadora científica o la computadora. Aunque todavía pueden utilizarse las tablas 
matemáticas para tal fin. En los ejemplos de este tema utilizaremos la calculadora científica y 
los logaritmos decimales. 


Ejemplos: 
1) Utilizando logaritmos evaluar 6 584 x 373 
Solución: Log (6 584 x 373) = Log 6 584 + Log 373 


3.8184898 + 2.57170883 = 6.39019863 


Ahora utilizando antilogaritmos, queda 108-39019863 <= 2455831.86. En virtud de que ambos 
factores no tienen decimales, debemos dar la respuesta redondeada a enteros, es decir, 2 455 
832. 


2) Utilizando logaritmos evaluar 148.25 x 4562.84 
Solución: Log (148.25 x 4562.84) = Log 148.25 + Log 4562.84 
2.17099470 + 3.65923524 = 5.83022994 


Ahora utilizando antilogaritmos, queda 105-8302299 = 676 441.0266. En virtud de que ambos 
factores tienen 2 decimales, debemos dar la respuesta con 2 + 2 = 4 decimales. 


3) Utilizando logaritmos evaluar 0.03657 x 0.005845 
Solución: Log 0.03657 x0.005845 = Log 0.03657 + Log 0.005845 
= - 1,43687504 + - 2.23321548 = - 3.6/009052 


Ahora utilizando antilogaritmos, queda 10 - 3-67009052 = Q0,00021375165. Debemos dar la 
respuesta con un número de decimales, igual a la suma de decimales de los factores, 5 + 6 = 
11 decimales. 


24.4 LOGARITMO DE UN COCIENTE 
Sean A y B dos números cuyo cociente es A / B. 
Entonces: Logx A / B= Log; A - Log; B. (L4) 


Demostración: Tomando como base de los logaritmos al número x, se tiene: 
Log. A=a y LogxB=b 
Entonces, por (L1), se tiene 
A=x y B=xb 


Por lo tanto, 


AB = xa / xb = xa-b 
YlLog,A/B=a-b 
Entonces: Log, A / B = Log, A - Log; B. 
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Que se enuncia: el logaritmo de un cociente de dos números positivos es igual al logaritmo del 
dividendo menos el logaritmo del divisor. 


Nota como mediante el uso de logaritmos, la operación se transforma en resta. 
Ejemplos: 
1) Utilizando logaritmos evaluar 6 584 / 373 


Solución: Log (6 584 / 373) = Log 6 584 - Log 373 
3.8184898 - 2.57170883 = 1.24678097 


Ahora utilizando antilogaritmos, queda 10 1.24678097 <= 17,6515. 


2) Utilizando logaritmos evaluar 4562.84 / 148.25 
Solución: Log (4562.84 / 148.25) = Log 4562.84 - Log 148.25 
3.65923524 - 2,.17099470 = 1.48824054 


Ahora utilizando antilogaritmo, queda 101.48824054= 30,7780. 


3) Utilizando logaritmos evaluar 0.03657 / 0.005845 
Solución: Log (0.03657 x 0.005845) = Log 0.03657 - Log 0.005845 
= -1.43687504 - (-2.23321548) = 0.79634044 


Ahora utilizando antilogaritmo, queda 100.79634044 <= 6,25663. 


24.5 LOGARITMO DE UNA POTENCIA 
Sean A y p dos números cuya potencia es AP 
Entonces: Log, AP = p Logx A (L5) 


Demostración: Tomando como base de los logaritmos al número x, 
Si ambos miembros de A = xt se elevan a una misma potencia p, se obtiene: 


a De aquí que, Log, AP = x 2P 


Por lo tanto: Log, AP = p Logx A 


Que se enuncia: el logaritmo de una potencia de un número positivo es igual al producto del 
exponente de la potencia por el logaritmo del número. 


Nota como mediante el uso de logaritmos, la operación se transforma en multiplicación. 


Ejemplos: 


1) Utilizando logaritmos evaluar 65.843 
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a  _ _____= ee es 


Solución: Log 65.843 = 3 Log 65.84 
3 (1.8184898) = 5.4554694 

Ahora utilizando antilogaritmos, queda 10 5-45546%= 285 410.14. 

2) Utilizando logaritmos evaluar 148,252.75 

Solución: Log 148.252.715 = 2.75 Log 148.25 
2. 75 (2.17099470) = 5.970235425 

Ahora utilizando antilogaritmos, queda 10 5970235425 <= 933 760.3421. 


3) Utilizando logaritmos evaluar 10.3650.85 
Solución: Log 10.365085. = 0.85 Log 10.365 
= 0.85 (1.01556930) = 0.863233905 


Ahora utilizando antilogaritmos, queda 100.863233905 = 7 2985, 


24.6 LOGARITMO DE UNA RAÍZ 


En virtud, que las raíces son potencias con exponentes fraccionarios, se aplica en forma similar, 
la propiedad de los logaritmos para una potencia. 


O sea: 


1 


-= 1 Log A 
Log, YA =Log, A” =—Log, A= E (L6) 
r F 
Que se enuncia: el logaritmo de una raíz de un número positivo es igual al logaritmo del número 
divido entre el número del tipo de raíz. 
Nota como mediante el uso de logaritmos, la operación se transforma en una división. 
Ejemplos: 


1) Hallar 31/1999 


1 
Log 34/1999 = Log 1999 = ¿Log 1999 a ES 


A 1.100270933 


Utilizando antilogaritmo, 10**%2%% — 12.597 
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2) Hallar 1/12376.23 


1 
Log 1/12376.23 = Log 12376.237 = Log 12376.23 = A 


E 0.58465548 


Utilizando antilogaritmo,10%%*% = 3.84287 


3) Hallar */2356.73 


1 
Log 3/2356.73 = Log 2356.733 = Log 2356.73 = AS 


¿O 


Utilizando antilogaritmo,10%** = 4.7257 


Ejercicio 42 


Utilizando logaritmos, evaluar las expresiones siguientes: 
¡NN AA) 

2) (345.765) 234.92) 

(35514.36 2) 


3) 


2.73 
4) (2.65) *” (18.46 y” 


5) 3/2762 
6) 11354 x 273 


7) 10245 x 278 
2542 
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5 608 906 

2 PARIO %) 0.45361(11 000) RT TA 
yy 0.148)(47.5) A (3.92)3(72.16) y  [E600)6 10.6)? 
) 284 654 2 N (7290) 

(1.86)(86.7) ¿5.522 610) 
9 (2.87)(.88) a b  /1306.112) 

2 453 

d DES 


Resuelva la ecuación de hidráulica siguiente: 
20.0 _ /0.06131'? 
14.7 XxX : 


XXV ECUACIONES EXPONENCIALES 


Una ecuación exponencial es aquella ecuación en la que la incógnita aparece en el exponente. 


Para resolver una ecuación exponencial vamos a tener en cuenta que la base a: 
1.a>0yax1l 

2.am=an =sim=n 

3. Las propiedades de las potencias. 


aó=1 


am S ar = 3m*n 


am: gn= am-n 


(am)n = amen 
ar - bn = (a -b) 
ab =(a bp 
25.2 RESOLUCIÓN DE ECUACIONES EXPONENCIALES 


Caso 1 


Realizar las operaciones necesarias para que en los miembros tengamos la misma base, de 
modo que podemos igualar los exponentes. 
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E E CQC E JP ____ ___»___»_- __- o _QQ_.- O € AA 


Si el primer miembro sólo tiene un término y el término del segundo miembro es potencia de la 
base del término del primer miembro, entonces el segundo miembro, se expresa como potencia 
de la base de la expresión que contiene la incógnita o de una misma base común. 


Se utiliza la propiedad: a” = ar que solo se cumple si m = n. 
Sea la ecuación del siguiente ejemplo: 

343 = 97x 

Dado que 27 =33 

Queda: 

33 = (33) 

343 = 33x 
Las bases son iguales en ambos lados, por lo tanto, también lo son sus exponentes: 

4x - 3 =3x 

4x - 3x=3 

x=3 
Comprobación: 

34(3)-3 =973 

312-3 =9273 

39 =273 

19683 = 19683 
Otro ejemplo: 832 = 16x+1 
Puesto que 8 = 23 y 16 = 21 en la ecuación dada resulta: 

93(3x-2) = 24(x+1) 
D9x-6 = D4x+4 


Las bases son iguales en ambos lados, por lo tanto también lo son sus exponentes: 


9x -6=4x+4 
9x - 4x=4+6 
5x= 10 

x= 10/5 =2 


Comprobación: 
83(2)2 = 162+1 
802 = 163 
81 = 163 
4096 = 4096 


Ejemplos adicionales: 


1. 92x-1 = 4 
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221 _ 22 2x -1=2 e, 
2 

2x-Y3x-3 27 
2 ses 8 3 
32x-1 = 32 = == 
21 2 A 


3. 9x+1 49% 4 9*-1 = 28 


UD D E 28 
Z 


1 
2*|2+1+|=28 
[2+1+3] 


A: 
2 


N 
x 
Il 
N 
Xx 
Il 
¡99 


Caso 2 

Cuando tenemos una ecuación más compleja podemos recurrir a un cambio de variable. 
Ejemplos: 

1, 22 -3.2* +1=0 


En primer lugar aplicamos las propiedades de las potencias del producto o el cociente, para 
quitar las sumas o restas de los exponentes. 


212% -3:2*+1=0 


Posteriormente realizamos el cambio de variable: 


2 


at 22% = (2%) =8 
Resolvemos la ecuación y deshacemos el cambio de variable. 
1 1 
=> 2* =2 * ==] 
2t? -3t41=0 o 2 , 
E sl 2 al x.=0 


9,2-3%*43"*=0 


a =0 
3* 


Ll 
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2-24+43:t=0 
Ss +2t=1=0 
t, =-1 3*=-1 sin solución 
pal srl ei 
3 3 
3, P* =8* 43 


(2)” =2% +3 
2 E 


t?-t-3=0 


, 14413 
== 


Deshacemos el cambio de variable en primer con el signo más. 


car 14413 
A 


Como no podemos igualar exponentes tomamos logaritmos en los dos miembros y en el primer 
miembro aplicamos la propiedad: 


log, [x”)= n log, x 


3xlog2 loa 


Despejamos la x 
1 +4113 
¡04 


x= 2 —=0.441 
3lo0g2 


Con el signo negativo no tendríamos solución porque al aplicar logaritmos en el segundo 
miembro nos encontraríamos con el logaritmo de un número negativo, que no existe. 


4. Sea que tengamos la ecuación exponencial: 44+1) + 20*+1)= 72 
Vemos que todas las bases son distintas; por lo tanto, trataremos de igualar dichas bases para 
que nos quede: 

(22)0+1) + 29+1)= 72 


Ahora tenemos que el primer término es una potencia elevada a potencia, y deberíamos expresar 
la ecuación como: 


(2)20+1) + 290+1)= 72 
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Pero, por conveniencia, invertimos los exponentes del primer término, y la expresamos así: 
(20+1))2 + 20+1)= 72 
(20+1))2 + 24+1-72=0 


Y vemos que esta ecuación exponencial es una ecuación de segundo grado. Para resolverla, es 
necesario el uso de incógnitas auxiliares. Así el problema se simplifica y es fácil comprobarlo. La 
incógnita auxiliar para esta ecuación exponencial es: 2«+*1)= U 


Hecho esto, reemplazamos los valores con la incógnita auxiliar, para luego resolver: 
U2+U=72 =0 


Esta ecuación podría resolverse mediante la fórmula general para resolver ecuaciones de 
segundo grado, pero como se facilita usando factorización de un trinomio perfecto es 
conveniente por su rapidez utilizar dicha factorización. 


Se debe recordar que para hacerla hay que buscar dos números que multiplicados den -72 y 
que sumados, al mismo tiempo, den 1 (positivo). Estos números son: 9 y -8. 


Factorizando queda: (U + 9)(U - 8) = O 


Luego se igualan ambos paréntesis a cero; se obtienen dos resultados y se elige el que sea 
correcto. 


U+9=0 U-8=0 
U= -9 U= 8 
De los dos resultados, el correcto es U = 8, porque 23 = 8. 
En cambio -— 9 no se puede llevar a una base 2 y se descarta esta. 


Entonces, sabiendo que U = 8; podemos reemplazar el valor de la incógnita y resolver: 


201) = 8 
9(x+1) = 93 
Por lo tanto: 
x+1= 3 
x=2 


Para comprobarlo, si se reemplaza el valor hallado en “x”. La igualdad se cumple. 


Ejemplos adicionales. Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales: 
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9x+1 de 9-1 NN 20 
SOLUCIÓN 


9x+1 + 9x-1 mn 20 
Tenemos en cuenta que 


x 


2419.21 2*.2; 919.91 


Con lo que podemos reescribir la ecuación como 


x 


2%-24+-=20 


De este modo podemos sacar factor común de 2* 


1 
2* (2 +3)-= 20 


Es decir, 


x=3 
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A ——_—_—_—_— —————— 5 


5 + 52x-2 a 295*-1 e 5213 
SOLUCIÓN 


gr pr 52x-2 _ 25*-1 = 52x-3 


Tenemos en cuenta que 


2 
g2x-2 a 52 3 572 = (5*) 
25 
(5?) g2x 
2571 = 25% -257? = P — 
25 25 
2 
52x-3 == 52x A 573 en al 
125 


Con lo que podemos reescribir la ecuación como 


(5)? g2x g2x 


25 25 125 


*x 


t=5S > p? = (5*)? E 52 


Substituimos y obtenemos la ecuación de segundo grado 


E t? 
t+===m—= 

25 25 125 

Resolvemos 

e( E - )+ t=0 

25 25 125 o 

1, A 
-—it+t= 

125 id 


Por tanto, 
5 =t=0, 125 


La primera no es posible por ser cero. Por tanto, 


S=t=125=5 >5 x=3 
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g2x+2 y 3gr+24 
SOLUCIÓN 

g2x+2 y 3gx+2 4 
Tenemos en cuenta que 

g2r+2 = g2r.32 = (3%). 3? 

gr+2— 3gr.g2 
Con lo que podemos reescribir la ecuación como 
(3.32 4+3".3 =4 
Llamamos 
Y=t > (3)=t 
Sustituimos y obtenemos una ecuación de segundo grado 


2.243. =4 
9? +9t-4=0 


Resolvemos la ecuación 


—9+ 92-—4-9-(-4) 
tE = >= 


29 


_—9+4225 -9+15 (us 
o 18 18 (-4/3 


Por tanto, tenemos que 
t=1/3, - 4/3 
Es decir 


3% =1/3, 3" =-4/3 


La segunda solución no es posible porque es negativa, pero la primera sí 
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1 


a 3297 
7 (07) 
> .0 


2Xx 1 ax-2 
Ze 2= 4 
2X 1 x-2 
3s "2 =(32)% 
2Xx 1 axXx-2 
Ze 2=3 2 

Queremos que 

2x 1 3-2 

6 2 2 


Resolvemos la ecuación de primer grado y obtenemos la solución: 
3 
7 


2x-3=%x-6 > x= 
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1 x-2 


x?*-2x > palo 
e 1 


Escribimos la raíz en forma de potencia. La ecuación queda como: 


(23) -2x a 91 


Loa 142 
93x —Óx =2 ss 
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Queremos que 
9 2 
3x"—6x =-1+- 
x 


Tengamos en cuenta que x no puede ser 0. 
3x? — 6x2 +x-2=0 


Resolvemos por Ruffini 
3 —6 1 =-2 
2 6 2 
3 0 1 0 
Una raíz es x = 2. Calculamos las otras: 
2 2 1 
3“41=0 x= 3 


No hay raíces reales. Por tanto, la única solución de la ecuación 
exponencial es x = 2 


Caso 3 


Para despejar una incógnita que está en el exponente de una potencia, se toman logaritmos 
cuya base es la base de la potencia. 


ab 


log, a" = log, b xlog, a = log, b x = log, b 
Ejemplo 

10** =5 

log10** =log5 

(x +2)l0g10 =log5 


(x+2)=l0g5 
x =log5-2=-1,3010 
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] Ejercicio 43 


1) 
Resuelva la ecuación de hidráulica siguiente: 


20.0 _ 0.0613, '* 
14.7 


XxX 

Despeje x. 

a) 3 =243 g 2: =64 ar“ =8 ag Tr? =4 py 5?= 
b 5"=1/125 x?=16 fx ?B=1/9 —n3=1 y2ARA=1 
Resuelva las ecuaciones exponenciales siguientes: a) 4%! = 5%? E e E 
El exponente del 5 en el inciso b) es 1 — 3x 
3) 

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales: 

a) 242% +2 =7 b) 4:37? =117 

0) 943% =4 d) 10.3 5.3713"? =-54 
e) ey xl 9x7 o Y = 960 f) 9-2. 481=0 


g) 3-4 -7-2"-20=0 

iy 47 -2*” =128 

k) 7-2* -5.2** 46.2% =-72 

m) * y2r+2 E A 

ñ) 259 22 9 Ea 
5 10 

p) e” -2e**+1=0 


h) 5-25" -26-5*+5=0 
p 30P-28.3"+3=0 
I) 4.2% -5.2*4+2=0 
n) 2e?* +1=3e* 


0) qu 20430 


q) = 3% (de tres formas) 
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XXVI NÚMEROS COMPLEJOS 


Números Complejos 


26.1 Álgebra de los Números Complejos 


En esta capitulo estudiaremos el Sistema de los Números Complejos, desde el punto de vista del 
álgebra. Nos interesan las propiedades más importantes de las operaciones de suma y producto. 
Veremos la representación geométrica de los números complejos, así como también la forma 
polar o trigonométrica de los mismos. Usando la calculadora se pueden realizar operaciones con 
estos números en forma rápida y eficiente. Por lo tanto tenemos otra oportunidad para introducir 
la calculadora en el proceso de enseñanza aprendizaje de la matemática. 


26.2 Definición de número complejo 
Un número Complejo es una expresión del tipo: 
z=a+bi 
Donde a y b son números reales e ¡es un símbolo, cuyo significado será aclarado más adelante. 


Este tipo de números, algo misteriosos, por el momento, aparecen entre las soluciones de 
ecuaciones algebraicas con una incógnita. Por ejemplo la ecuación: 
e 


No tiene raíces reales. Al tratar de aplicar la fórmula que da la solución de una ecuación de 
segundo grado, nos encontramos con la expresión: 


A =3 
22 


La cual no tiene sentido en los números reales. No se puede tener una raíz cuadrada de un 
número negativo. Sin embargo, si usamos propiedades de los radicales se obtiene: 


EXPO 
Luego la solución de este problema es un número algo misterioso de la forma: 


2 2 
¿Qué significado se le puede dar a una raíz cuadrada de un número negativo? ¿Porque no dejar 
de lado esta dificultad y aceptar que este tipo de ecuación no tiene solución? La necesidad de 
resolver todas las ecuaciones cuadráticas, incluyendo estas cuyas soluciones nos dan este tipo 
extraño de números, nos motiva a crear sistema numérico ampliado, con propiedades similares 


a las de los números reales. Dentro de este contexto se acepta el símbolo Y—4 como una 
entidad matemática nueva. Veamos a continuación como se construyen estos nuevos números. 


Xx 


Comenzaremos por introducir un nuevo número o símbolo, denotado por ¡, el cual será llamado 
la unidad imaginaria y que cumple con la condición: 
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O bien, ¿= [1 
Ejemplos: 


Exprese los números siguientes en términos de 
a V-25= Ve5 en = V25 V_1 = 51 
b) 3V-36 =3V36V-1=3-6-¡= 181 
d) -4V-81=-4V81 V-1= -4-9-1= 361 


ola fi 


Una vez hecho esto, construimos un conjunto C llamado Números Complejos cuyos elementos 
son combinaciones de la forma: 


(4) 
Llamamos números complejos a los números de la forma a + bi, donde 
a y b son números reales e ¡ es la unidad imaginaria. 
z=a+bi 


Por convención se lo expresa z = a + bi, llamada forma binómica 


Al resolver ecuaciones y al aparecer radicales negativos, es cuando surgen y se utilizan los 
números complejos, como se muestra en los siguientes ejemplos: 


E a ñ e qe 2 pon : ñ A á Ñ 
Si el discriminante de la ecuación “+bx+c=0 es negativo, debe sustituirse el signo negativo 
2 A - é: .. 
por !' y de esa forma se obtienen las raíces complejas de la ecuación. 


7 ¿e 2: e 
Ejemplo. Resolver la ecuación +" -2x+6=0 


Aplicando la fórmula de la ecuación cuadrática: 


7 (Yi EY -A(D(6) _ 2+ 44-24 e 2+4/-20 


2(1) 2 2 


” . . == . ” .2 
Se puede ver que el discriminante es 20 lo cual puede escribirse como 201” Por lo tanto: 


_2+420 _ 2201? EN A 


2 2 


Así, las raíces complejas de la ecuación son: % =1-V5 y % =1+V51 
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E  ______==L A e———c—— e 


x? -12x+40=0 


Para resolverla debemos utilizar la fórmula general, o sea : 


e 12+ 412) -4.1.40 


2.1 
_12+,/144-160 
de 2 
12+/-16 
y 


2 
Siguiendo el razonamien to empleado hasta el momento podemos concluir que 


dicha ecuación tiene dos soluciones complejas y conjugadas : 


12 + 4i 12 - 4 
x= y X= 
2 2 
x=6+2i y x=6-2i 


26.3 Partes de un número complejo 
Como se puede observar en la definición, en el número complejo se componen de dos partes. 


Si z= a + bi, entonces: 


Por ejemplo: 


pta 


a es la parte real de z b es la parte imaginaria de z 


La expresamos Re(z) La expresamos Im(z) 


Y” El número complejo z = 3 + 2i tiene a 3 como parte real y a 2 como parte imaginaria. 

Y” El número complejo z = -4i tiene a O como parte real y a -4 como parte imaginaria, se lo llama 
imaginario puro. 

Y” El número complejo z = 9 tiene a 9 como parte real y a O como parte imaginaria. 

Al conjunto de los números complejos se lo simboliza con la letra C. 


Por los ejemplos vistos podemos concluir que los números reales están incluidos en el conjunto 
de los números complejos. 


En símbolos: IR=C 


Vemos entonces que todo número complejo consta de dos partes, o componentes, llamadas: 
parte real y parte imaginaria, dadas por a y b respectivamente. 


Así pues, tenemos Re(z) = a e Im(Z) = b. 
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Ejemplo: El siguiente es un número complejo: 
¿= 2 +43i 


Su parte reales V2 y su parte imaginaria es: v3. 
Ejemplo: El siguiente es un número complejo: 
z=8 


Cuando no hay parte imaginaria, como en este caso, se dice que el complejo es real. Entonces 
los Números Reales (R) forman parte del conjunto de los Números Complejos. 


Ejemplo: El siguiente es un número complejo: 
z=12i 


Cuando un número complejo no tiene parte real, como en el presente caso, se dice que es un 
imaginario puro. 


¿Cuándo dos números complejos son iguales? Dos números complejos z1 = a + bi y Za = c + di 
son iguales si y solo sí: 


a=cyb=d. En otras palabras, dos números complejos son iguales cuando sus componentes 
respectivas, reales e imaginarias, son iguales. 


El conjugado y el opuesto de un número complejo 
A partir de un número complejo z = a + bi, se definen los siguientes: 


e El opuesto de z es -z = -a - bi (la parte real y la parte imaginaria son opuestas). 


El opuesto de z se expresa - z 


El opuesto de z= 3+ 10i¡ es -z = -(3 +10i) = -3 - 10i 


En símbolos: 


e El conjugado de z es Z= a - bi (la parte real es igual, la parte imaginaria es con signo 
contrario). 


En símbolos: 
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El conjugado de z se expresa z 


Veamos los siguientes ejemplos de conjugados y opuestos: 


Zi =-2 -3i 21 =.2+3i 214=2+3i 
zo = 5i 22 = -5j Zo = -Bi 
23=4 24 z22=-4 
26.4 Potencias de i 


Como pudimos ver, al principio de esta unidad, ¡? = -1, esto quiere decir que si operamos con 
potencias de ¡ iremos obteniendo distinto resultados. 


Calculamos algunas potencias de ¡i, para observar si aparece alguna regularidad: 


¡0=4 

lsj 

¡sal 

[3 = ¡21 = (4) 4= 

¡4 = ¡2,12 =(-4)(-1) =1 
B= 4 j=1i=i 
¡S=¡5j=jj=2=-1 
Pefisili=a 


¡8 = ¡7,¡= (4). =-32= 1 
¿Qué pasaría si quisiéramos calcular ¡252 
Busquemos una solución más práctica o “económica”. 


Si prestamos atención vemos que entre ¡0 e j3 los resultados son, 1, i; -1 y -i; y entre ¡4 e j7 se 
vuelven a repetir los resultados 1, i; -1 y -i. Si continuamos calculando las potencias de i, 
podremos comprobar que, los resultados posibles son 4 y estos se repiten cada 4 potencias 
consecutivas. 


El procedimiento para calcular cualquier potencia de i, 
consiste en dividir el exponente por cuatro y luego ¡ elevarlo 
al resto de la división y ver cuál es el resultado dentro de los 

cuatro posibles. 
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Veamos los siguientes ejemplos: 


a 2514 
125 = ¡1 =¡ | 


Resto 4-7 


¡67 =BWB=_i¡ 
I P | 67 |4 


Resto «7 9 


26.5 Suma de números Complejos 


Ahora nos dedicaremos al estudio de las propiedades de los números complejos relacionadas 
con la suma de ellos. 


La operación suma de números complejos está basada en la suma de números reales. Cada 
complejo tiene una parte real y una parte imaginaria. Para sumar complejos hay que sumar las 
partes reales por un lado y las partes imaginarias por otro lado, como números reales. Al hacer 
esto nos encontramos de nuevo con otro número complejo. Más precisamente: 


Sean z1 = a1 + bii y zo = a2 + bai dos números complejos. Entonces la suma de z, con za, denotada 
por Za + z>es el número complejo: 


z1 + Z2= (as + a2) + (b1 + bo)i 


Es decir, para sumar números complejos simplemente se suman sus componentes 
correspondientes. 


Ejemplo: Para sumar z1=3+2i con z2=-8 + 4i hacemos: 
zZ1 + Z2= (3 + 21) + (8 + 45) = (3 - 8) + (2 + 4)i 
z +26 =-5 +61 
Agrupamos los términos semejantes, es decir, las partes reales y las imaginarias entre sí. 
" Z2i+z2=(2+3i)+ (1+4i)=(2-1)+(3+4)i=1+7i 


Para sumar dos números complejos se adicionan, por un lado, las partes reales y, por otro, las imaginarias. Por lo 
tanto, 


(a+ bi) + (c+ di = (a+ O +(b+ di 
(5 +4) + (3 +21 = (5 +3) + (4 +2)í =8 + 6í 
E6+2)+ (4-5) =(E6+4) + Q-5)= -2-31 


26.6 Resta de números complejos 


La resta o diferencia de dos números complejos se realiza restando cada parte por separado. 


Más precisamente: Sean 2 = 4 +bi y w=C+di dos números complejos, entonces la diferencia 
o resta entre z y w viene dada por: 
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z- w = (a - c) + (b - d)i 
Es decir, para restar dos números complejos se restan sus componentes correspondientes. 
Ejemplo: Sean z= 4 + 7i y w = 2 + 3i. Entonces: 
zw=(4-2)+(7-3)i=2+4i 
z1-Z22=(2+3i) - (-1+4i) =(2+ 1)+ (3- 4)i =3 -i 
Para restar dos números complejos se sustraen, por un lado, las partes reales y, por otro, las imaginarias. Por lo 
tanto, 


(a+ bi) — (c+ di) = (a— O) +(b- di 
(3 +28) — (5-32 = (3-5) + (2 + 3)í= -2 + 51 
C1+)-(E3+2)=(€41+3) + (1-2 =2-1 
Estas operaciones de suma y resta satisfacen las siguientes propiedades generales: 


1. Propiedad de Cerradura para la suma. Si z y w son dos números complejos entonces tanto z 
+ w como z - wson números complejos. 


2. Propiedad asociativa. Si z, w y u son números complejos, entonces se tiene: 
Z + (w+uUu)= (zz +w) + u 
3. Propiedad Conmutativa. Si z y u son números complejos, se tiene: Z+Uu=Uu+Z 


4. Propiedad del elemento neutro. El número complejo O = O + Oi, es el elemento neutro para la 
suma. En efecto, si z = a + bi es cualquier número complejo se tiene: 


z + 0= (a+ bi) + (0 + 0i)= (a + 0) + (b+ OJi=a+bi=z 
De la misma forma, se puede probarqueO+z=z. 


5. Propiedad del opuesto. Si z = a + bi es un número complejo, el opuesto de este es -z = -a - bi, 
el cual es otro número complejo. Nótese que el opuesto satisface: z + (-Z) = (-Z)+z=0 


Usando todas estas propiedades, es posible calcular expresiones complicadas en donde 
aparezcan sumas y restas de números complejos 


Ejemplo: Calcule el valor de z donde: z=(5 + 12i) + [(10 - 8i) + [(6 + 3i) - (7 + 21)]] 
Para simplificar esta expresión usamos las propiedades estudiadas. Así pues: 
z=(5+ 121) + [(10 - 81) + (-1 + i)] 

= (5 + 12i) + (9 - 7i) 

= 14 + 5i 


26.7 Producto de números complejos 
Sean z = a + bi y w = c + di definimos su producto, mediante la fórmula: 
Z- W= (ac - bd) + (ad + bo)i 


Aunque parezca un poco complicada, esta expresión para el producto es consecuencia de las 
reglas de multiplicación para los números reales. En efecto, haciendo la multiplicación de z por 
w como si se tratara de expresiones algebraicas se obtiene: 


(a + bi)(c + di) = ac + adi + bic + bdi2 


E 2 
2 [37 |< 
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= ac - bd + (ad + be)i 


Hemos usado la propiedad distributiva para la multiplicación, la relación ¡2 = -1 y un 
reagrupamiento de los términos. La multiplicación puede hacerse de dos maneras; o bien se 
aplica directamente la formula, o bien se multiplican los complejos como expresiones 
algebraicas, teniendo cuidado de hacer al final la sustitución ¡2 = -1. 


Ejemplo: Sean z = 6 + 2¡ y w=3S + 5i. Para hallar z - w hacemos: 
zZ-W= (63 - 25) + (65 + 2-3) ¡ = 8 + 36i 
Ejemplo: Sean z = 8 y w = 3+2í. Entonces para hallar el producto de ambos hacemos: 
z w= 8(3 + 21) = 24 + 16i 


Vemos entonces, que para multiplicar un número real por un número complejo, se multiplica 
cada componente de este último por el número real. 


" Zzi-zo=(2+3i)-(-1+4i)= 2.1) + 2.41 + 3i.(-1) + (31).(4i) = 
Se Reemplaza ¡2 por -1 
= -2 + 8i - 31+ 1212 =-2 + 5i+ 12.1) = -2 + 51-12 =-14 + 5i 


Hallar el producto (5+ 1) - (1-31): 


(5+ 1) -(1-31) =5- 1514+4- 31? 
=5 — 1544+:14+3 
=8 — 14: 


Para multiplicar dos números complejos se efectúa la operación como si se tratase de dos binomios sustituyendo 
F por —1. Por lo tanto, 


(a+ bdic+ di) = ac+ adi+ bci+ bd? = (ac— bd) + (ad + boi 

(5 +30(2 — 21) = 10 — 101+ 6¡-— 6% = 10 — 41- 6(-1) = 16 — 41 
Propiedades de la multiplicación. La multiplicación de números complejos satisface las 
siguientes propiedades. 


1. Propiedad de Cerradura para el producto. Si z y wson dos números complejos entonces z - w 
es un número complejo. 


3. Propiedad asociativa. Si z, w y u son números complejos, entonces se tiene: 
4. Z-(w-u)= (2w)-u 


3. Propiedad Conmutativa. Si z y uson números complejos, se tiene: z-u=u-Z 


4. Propiedad del elemento neutro. El número complejo 1, es el elemento neutro para el producto. 
En efecto, si z = a + bi es cualquier número complejo se tiene: 


71 = (a + bi)1 = (a:1) + (b1)i=a+bi=z 


De la misma forma, se puede probar que 1.zZ=z 


5. Propiedad del inverso. Si z = a + bies un número complejo, distinto de cero, el inverso de z es 
otro número complejo, denotado por z1. el cual satisface: 
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z-z1=71.7=1 
Más adelante veremos cómo se calcula z1. 
6. Propiedad distributiva. Si z, w y u son números complejos se tienen las relaciones: 
Z-(w+Uu)=z:"w+z-u 
(Z +w)-u=z-uU+w-u 
26.8 El conjugado de 2: 


Definición: Si z = a + bi es un número complejo, entonces el Conjugado de z, denotado por 7, es 
otro número complejo definido por: 


2 =a 
Ejemplo: Si z = 2 + 9í, su conjugado es Z=2-9i 
Ejemplo: Si z = 7 - 9i, su conjugado es ¿=7+9i. 
El Módulo de z: 


Definición: Si z = a + bi es un número complejo, el módulo de z es el número real: 
2 2 
z = ya +b 


Observación: Se puede expresar el módulo de z en función del mismo y de su conjugado, usando 
la relación: 


2] =>/2z 
Se puede probar que dicha relación se verifica para toda z. En efecto, pongamos z = a + bi. Luego: 


2-2=(a+biXa—bi)=(a? +b?)+(ab—baji=a* +b' 


De donde: 
az =oJa? +b? = z 
El producto de un número complejo y su conjugado da 
por resultado un número real. 
En símbolos: 


b) Siz=a + bientonces z:Z = a? + b2 


Ejemplo: Sea z = 3 + 4i, para hallar su módulo hacemos: 
z|= 1344? =,/94+16 =./25 =5 


Algunas propiedades muy importantes del módulo se dan a continuación. Supondremos que z, 
w y u son números complejos: 
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¿ja 0 

. |z| =Osiysolosíz=0 
[z+w| < |z] + |w] 
ZW = [21] 


e Pz 


0d »PpPAONnNR 


26.9 División de números complejos 
¿Cómo se dividen dos números complejos? El caso más sencillo se presenta al dividir un 
complejo cualquiera entre un número real. Por ejemplo: 

l+ 1 2. 1 1, 

= -=+-i==+-1 

4 4 4 4 2 
La división de números complejos se realiza mediante la multiplicación y división por el 
conjugado del denominador: 


a a+bi_ a+bi c-di_ ac+bd+(-ad +bcj  ac+bd+(-ad +bc)i 


Zy Ccédi cc+di c=di co +d? |z,| 


Para dividir dos números complejos se multiplican el numerador y denominador de la fracción por el conjugado 
del denominador, sustituyendo 7 por —1. Por lo tanto, 


2+i 241 3+4i 6+8/+31+4f 2+114 2 11, 
3-41 3-41 3+4i 9-16 25 25 25" 


Ejemplo. Dados z1=2-3i y z2=-1 + 21 

4 
Hallar: (a) 22 y (b) >. 
(a) Como 2 =-=1+21 entonces 27 1-21 


2 


Z 
(b) Para hallar “o multiplicamos y dividimos por el conjugado 2 


2 2-31 2-3 -1-2i_ (2-3)1-21) 


a =lede «led 190. (10 el D 
2 -4i+3i46% -8-i_ 8 1, 


= = == 


Ear 5 55 


Ejemplo: Sea z = 3 + 4i y w = 2 + 3i. Entonces: 
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2 3+4i 2-3i 
w 243 2=% 
-(6+12)+(-9+8) 
Ñ Da 
18-118 1, 
TT TA 


Multiplicando y dividiendo por el conjugado de za: 

2, 2, Zo (2+3i) (-1-4i) 2.(-1)+2.(4i)+3i.(-1)+3i.(-4i) 
? Za Z, (1+4i) (-1-4i) (-1)(-1)+(-1).(-41)+ 4i.(-1)+ 4i.(-41) 
-2-8i-3i412 10-11 10-11 10-11 10 11, 


1+4i¡=4i=161? 1-16.(=1) 1416 17. 1717 

Otro ejemplo, realizar la división: 

3+4i 34+4i 5-2i 15 — 6i + 201 —- 81? _23+141_23 141 
5+2i 5+2i 5-2i 25-105 +10 - 41? 29 29 29 


Hallar el cociente a 
3+ 


3-14 3-1 3-1 _9-3i1-34+% 
E E > 9-12 


1. LX Para ver si entendiste: Calcula las siguientes potencias: 
a) ¡45 d) ¡2510 

b) ¡963 e) ¡64 

c) 177 f) ¡89 


2. Realiza las siguientes operaciones: 
a) ¡68 - ¡72 + ¡76 - ¡80 

b) ¡71 - ¡49 

a 


Cc 
) 3 +21 
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e) ¡2022 : ¡3 


2 
12 12 ; 
A 

2 2 


1-i 
3. Dados los siguientes números complejos, decir cuáles son complejos, cuáles son reales y 
cuáles son imaginarios puros. 
a) -i8 + 3i8 
b) -215 + ¡22 
c) 5i7 + 218 


0 


a) 10-35 
a 


4.. Efectuar las siguientes sumas y restas de números complejos: 
a) (5 + 15i) + (20-21) 
b) (10 + 10i) + (2 + 8i) 


0(13+20+Q+4/30) 


JE) 

3 3 3 3 
1 4. 2 8. 

a +) 


E) 3+(2- v3i ) 
h) 6i + (5 + 16i) 

i) 5i+(0+9i) 

j) 6i-87i 

k) (10-81) + (1 -i) 


5. Hallar el resultado de las siguientes operaciones: 
a) (3 + 21) + [(4 - bi) - (5 + ¡)] 
b) [(1 - 91) - (7 - 21)] + (4 + 6i) 


É 13 ) E 8) E 3] 
Cc) =+—1|+ +-1|+ +-i 
5 5 20 5 20 5 


d) [(16 - i) + (1 - 8i)] - (17 - 9i) 

6. En cada caso, hallar un número complejo z con la condición dada: 
a)z+(3+2i) =5+20i 

b)i+(3+4i)=z 

C)z + (1 +i) = 18 + 6i 
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1 
d+) +] 
Y 
7. Sean los números complejos Z1 = 1 + 21, Zo = 5 + 3i y Z3 = 4 + ¡. Efectuar las siguientes 
operaciones: 


a) Z1:Zo 
b) Z>Z3 

C) Z1:Z>Z3 

d) Z1/ Z2 

E) (21 + Za) -(25=Z2) 

1) Za = OZa 

8. Calcular: 

a) (3 + 21)? - (4 + 2i) 

b) [(5 + 21) + (4 - 1)] - (6 + 5i) 

Cc) 5+2i)+6 

d) (10 + 2i)(1 - 51) / (7 + 4i)2 

e) 5(1 - 1) + 6(7 + 1/2i) 

f) (3 - 1) + (4 - 8i) [(5 + 3i) - (6 + 71)] 

8) (5 + 41)2 - (1 - 51)2 

ms(6+25)+(3+25X1+5)) 

9. Verifique la relación |zw| = |z||w| para los números complejos z=5+¡yw=3 - 2Í. 


10. Verifique la relación: 


21 


w 

Para los números complejos z= 1- 5iyz =2 + 4i 

11. Hallar un número complejo z, tal que: (7 + 21)z + (2 + 3i) = 18 + 10i 

12. Hallar un número complejo cuyo módulo es igual a 5 y su parte real es igual a 3. 


13. Hallar un número complejo z tal que su parte real es el doble de la parte imaginaria y que 
además cumple z2? = 27 + 36i 


26.10 Representación geométrica 


Asícomo los números reales se representan geométricamente por medio de una recta, es posible 
dar una representación geométrica de los números complejos usando un sistema de 
coordenadas cartesianas. En un sistema de tales coordenadas, se tiene un par de ejes que se 
cortan perpendicularmente en un punto llamado el origen. El eje en posición horizontal se llama 
eje x y el eje en posición vertical, llamado eje y. Si P es un punto cualquiera, entonces le 
asociamos las coordenadas x e y, donde x, llamada la abscisa, es la distancia desde el punto 
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hasta el eje y e y, llamado la ordenada, es la distancia desde el punto hasta el eje x. De esta 
manera, denotamos al punto por P(x, y). 


Haremos ahora una identificación entre los números complejos y los puntos del plano. A cada 
número complejo z = a+bi, se le asocia el punto del plano, Pía, b). De esta forma, se obtiene una 
representación geométrica o Diagrama de Argand de z. Esto es: 


y 


Representación geométrica de un número complejo o Diagrama de Argand 
En esta representación, la componente real de z se copia sobre el eje x, que será llamado eje 
real y la componente imaginaria sobre el eje y, que será llamado eje imaginario. El conjunto de 
todos estos puntos, será llamado Plano Complejo. 


Ejemplo: El complejo z = 4 + 5íse puede representar en el plano complejo, para lo cual ubicamos 
primero al punto de coordenadas (4, 5). Una vez hecho esto se tendrá la representación de z. 
Esto es: 


Representación geométrica del complejo z = 4 + 5i 


Ejemplo: El complejo w = -6+2í lo podemos representar, ubicando al punto de coordenadas P (- 
6,2) sobre el plano. En este caso el complejo estará ubicado en el segundo cuadrante. Esto es: 
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W = -—6+ 2i 


Representación geométrica del complejo z =-6 + 2i 


Ejemplo: El complejo z = -2 + 3í lo podemos representar, ubicando al punto de coordenadas P (- 
2,-3) sobre el plano. En este caso el complejo estará ubicado en el tercer cuadrante. Esto es: 


y 


Representación geométrica del complejo z = -2 -3i 
Ejemplo: El complejo w = 2 - 4í lo podemos representar, ubicando al punto de coordenadas P 
(2, -4) sobre el plano. En este caso el complejo estará en el cuarto cuadrante. Esto es: 


y 


Representación geométrica del complejo z = 2 -4i 


26.11 Forma Trigonométrica o Polar de un Número Complejo 


La forma trigonométrica de un número complejo se establece observando el triángulo de la 
Figura siguiente, donde se ha graficado el complejo z = x + yi, donde x es el eje real e y es el eje 
imaginario. En forma cartesiana este complejo se representa y se grafica como las coordenadas 
(x y) : 
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Forma polar — z =r, 


El plano complejo Sea: Z= x+yi 


Módulo: 


E 2 
=y-“x +/ 


Argumento: 


sr 
yd 


y 
Xx 


0 :=argz =arctan 


Forma trigonométrica de un número complejo 


En este caso se tiene que: r=./x2>+ ya 


9 = arcTan E) =Tan* E) 


Nota: El ángulo 6 se mide a partir del eje real x y en sentido contrario a las agujas o manecillas 
del reloj. El mismo puede venir expresado en unidades de grados o radianes. 


Luego: 
] o Y a 
sin0== => y=rsin0 
r 
x 
cos== => x=rcos0 
r 
Por lo tanto: 


zZ=(x, y) =x+ yi =rcos0+irsin0= r(cosO+ ¡sin 0) 


Ésta es la llamada forma trigonométrica o polar del número complejo, la cual está en términos 
del módulo y el argumento. Se denota comúnmente por z=r Cis 8. Donde C representa al Coseno, 
¡ es el número imaginario ¡ y la s es de Seno. 


Esquemáticamente: 
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Conversión de Binómica a Polar y viceversa 


Binomica a=mcosp 


a+bi 


m = ya? + b? 


p = arctan b/a 


Ejemplo: Hallar la forma trigonométrica o polar de z = 1 - ¡ 


-1 T 
> > O= tan” (3)-- 
Hallemos "VD" +(ED =42 y l 4 


Note que y está en el cuarto cuadrante. Por lo tanto: 


itci- 05) e100(-5))=-6(00(2)-100(2))- 20o(3) 


De acuerdo a la disposición de los ejes y el segmento dado, se ha formado un triángulo 
rectángulo, con catetos x y y, e hipotenusa dada por r. Usando el Teorema de Pitágoras, se 


demuestra que la longitud de este segmento r, es igual a r = y/x? + y? y por lo tanto, igual al 
módulo del complejo z. 


Por otro lado, si z = a + bies un número complejo, su conjugado viene dado por z =a- bi. Luego 
el conjugado en forma geométrica se obtiene al reflejar el punto correspondiente a z, alrededor 
del eje real. 
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Llamamos conjugado de un número com- 
plejo z =a+bi al complejo 

z=a-—bi 
es decir sus partes imaginarias son opues- 


tas. Al conjugado de z lo vamos a repre- 
sentar por Z. 


Representación geométrica del conjugado de un número complejo z. 


Ejemplo: Un número complejo en el primer cuadrante. Hallar la forma polar del complejo z = 2 + 
2i, y dar su representación geométrica en el plano. Solución: En primer lugar, debemos calcular 
el módulo y el ángulo del complejo, para lo cual usamos las fórmulas. Luego: 
d=/22+2? =.8 =2./2 
Para calcular el ángulo, podemos usar la calculadora: 6 = arc Tan (2/2) = arc Tan 1 = 45? 
Luego la representación polar de z es: 
z=2./2(Cos 45” +iSen 45”) =2./2 Cis 45" 


La representación de este número en el plano complejo aparece en la figura mostrada a 
continuación: 


La gráfica muestra el argumento de un número complejo z en el primer cuadrante. 


Ejemplo: Un número complejo en el segundo cuadrante. Hallar la forma polar de w = -3 + 41. 
Solución: Calculamos el módulo y el ángulo usando las relaciones anteriores: 


m=.(E3Y +4? =./25 =5 
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Ahora calculamos el ángulo usando la calculadora, pero teniendo mucho cuidado, pues la 


calculadora solo nos da ángulos 6 en el intervalo -902 < 9 < 90%, al usar la tecla arc Tan o Tan”. 
El ángulo dado por la calculadora es: 


8' = arc Tan 4/(-3) = -53.13" 
El argumento principal de w será: 6 = 180% + O” = 126.87" 


La razón para hacer este cambio es que ambos ángulos tienen la misma tangente, ver la figura: 


La gráfica muestra el argumento de un número complejo z en el segundo cuadrante. 


Luego la forma polar de w es: w = 5(c0s126.87* + ¡sen126.87%)= 5 Cis 126.87" 
Ejemplo: Un número complejo en el tercer cuadrante. Hallar la forma polar de z = -3 41. 


Solución: Al igual que antes, calculamos su módulo y ángulo asociado: 


z=. (3 + (4) =+/25 =5 


Al tratar de buscar el ángulo, usando la calculadora, nuevamente se presenta el mismo 
inconveniente. Tenemos entonces: 


0' = arc Tan(-4/-3) = 53.13" 


Sabemos que este es un ángulo correspondiente al primer cuadrante, pero como la componente 
real de zes negativa, al igual que su componente compleja, cualquier argumento de z debe estar 
en el tercer cuadrante. Al ángulo hallado le sumamos 180% para obtener un argumento positivo, 
luego: 8 = 1800 + O” = 233.13" 


Por lo tanto, la forma polar de z es: z = 5b(Cos 233.13* + ¡ Sen 233.139= 5b Cis 233.13" 
Gráficamente: 
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233,13" y 


La gráfica muestra el argumento de un número complejo z en el tercer cuadrante. 


Ejemplo: Un número complejo en el cuarto cuadrante. Hallar la forma polar de w = 1 -21, 
Solución: En primer lugar, calculamos su módulo y su ángulo: w=./1? +(-2)' =-/5 


Al buscar el ángulo la calculadora nos da un argumento negativo, en el cuarto cuadrante (esta 
vez no se presentan problemas de conversión), y para llevarlo a la forma positiva le sumamos 
360". Luego 


8' = arc Tan(-2/1) = -63.435" 
El argumento buscado es: 6 = 360" + 0” = 296.565? 
Por lo tanto, la forma polar de w es: 


w=-/5(Cos 296.565" +i'Sen 296.565” ) =/5 Cis 296.565 


Gráficamente: 


296,550 


La gráfica muestra el argumento de un número complejo z en el cuarto cuadrante. 


Tenemos luego la interpretación geométrica del conjugado de un complejo z: El conjugado de un 
número complejo z se obtiene como una imagen especular de z alrededor del eje real. 
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Se debe distinguir bien la diferencia entre opuesto y conjugado de un número complejo: Por 


333, 


ejemplo, si tenemos 4; = 7 ) 7 2 transformado a la forma polar queda: z1 = 3 Cis 210", 


por lo tanto su opuesto sería - z1 = 3 Cis 30* y su conjugado z, = 3 Cis 150? 


26.12 Suma geométrica de complejos 


Podemos sumar dos números complejos en forma geométrica, mediante un algoritmo muy 
sencillo, llamado Regla del paralelogramo. Si se tienen dos complejos, digamos z, y Zo, entonces 
Z1 + Zo se halla de la siguiente forma: a partir del punto representando a z, se traslada el 
segmento que une al punto zo con el origen. Al final de dicho segmento, se hallará el complejo z1 
+ Zo, ver la figura siguiente: 


7+91 


O Xx 
(2 + 61 + (5 + 31). 


Suma geométrica de dos números complejos z: y Z2. 


Vemos entonces que el complejo suma se halla en el extremo de la diagonal del paralelogramo 
con lados |z1| y |z2|. Podemos resumir entonces: 


La suma de dos números complejos, de manera geométrica, se efectúa usando la Ley del 
Paralelogramo para sumar vectores. 
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Como la longitud de un lado en un triángulo es siempre menor que la suma de los otros dos 
lados, se obtiene la siguiente desigualdad para los módulos: 


[z1+z216]z1] + |z2] 


dirección opuesta a la de z. 


Para hallar el opuesto o negativo de un número complejo, en forma geométrica, procedemos de 
la manera siguiente: Si z = a + bi, entonces -z = -a - bi y se ubica en el extremo del segmento de 


-Z =-a-— bi 
Representación geométrica del opuesto o negativo de un número complejos z. 


Para restar dos números complejos en forma geométrica, digamos z1 - Zo, se ubica el primer 


complejo en el plano, z, y a continuación se coloca el segmento del opuesto de z> en el punto 
correspondiente a Z1. El complejo resultante z, - zo se ubica en el extremo final de zo. 


Resta Gráfica de Números Complejos 
Sizx=2-3i y z=3+i| | 


2-2 =2-31+3-¿=5-4i 


Resta geométrica de dos números complejos zi y z2 


Trigonométrica 


26.13 Multiplicación y división de números complejos en su forma Polar o 
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sem LSO y v=scisP , entonces uv=(rs)cis(a+P) En otros términos: 


uv =(rs)(cos(a + PB) +isin(a +B)) 
Demostración: 
uv=rcisa-scisf3 
= (rs)(cisacis a) 
=(rs)(cos a + ¡sin a.) (cos P+isin P) 
S (rs) (cos a.cosB+icosasin PB +isinacosp+1? sin a.sin $) 
= (rs)(cos a. cos P—sin a sin B + i(cos a sin B + ¿sin a.cos f)) 
= (rs) (costa +) +isin(a + B)) 
= (rs) cis(a + f) 


Por lo tanto, la multiplicación de dos números complejos en su forma trigonométrica da como 
resultado un número complejo cuyo módulo es igual al producto de sus módulos y cuyo 
argumento es igual a la suma de los argumentos. 


Ejemplo. Sean u = 6(Cos 60* + ¡ Sen 60%) = 6 Cis 60* y v = 2(Cos 45" + ¡ Sen 457) = 2 Cis 45? 
u =6Cis 60” =6 Cis y y v=2Cis 45" = 2Cis E 
Entonces: 
] : 17 
u-v=6-2Cis (607+45” ) =12 Cis 105” =12 Cis er 


También se puede obtener una fórmula similar para la división en forma polar. Dicha fórmula 
viene dada por 


ds (cosa = B)+ isenlo E 8) 


Observación: Podemos dar ahora una interpretación geométrica del producto y la división de 
números complejos, basándonos en las fórmulas anteriores. Por lo tanto, podemos resumir: 


“Cuando se multiplican dos complejos, el resultado es un número complejo cuyo módulo es igual 
al producto de los módulos y cuya amplitud es igual a la suma de las amplitudes”. 


“Cuando se dividen dos números complejos, el resultado es un número complejo cuyo módulo 
es igual al cociente de los módulos y cuya amplitud es igual a la diferencia de las amplitudes”. 


Ejemplo: Sean z = 2(c0s95* + ¡sen95%) y w = 3(cos26” + ¡ sen26%). Entonces podemos calcular 
su producto, usando la fórmula. Luego se tiene: 


zZ-w= 2.3(cos(95* + 26%) + ¡ sen(95* + 26) 


z-w=6(cos121* + ¡sen1215) 
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Si queremos hallar el cociente de z entre w, hacemos: 
2 . 
== ZE - 26” ) -1sen(95* - 26” )) 
w 


Ea (00569 +1sen69” ) = 2/3 Cis 69 
w 


26.14 Potencias y raíces de números complejos. 


La fórmula 2.6 puede ser utilizada para hallar la potencia n-ésima de un número complejo. 
Supongamos que z = |z| (cos0+i sen6), y n es un entero positivo, entonces se obtiene: 


zn = |z|" (cos(n8) + ¡ sen(n-0)) 


Esta relación, que se conoce con el nombre de Fórmula de De Moivre, nos da un algoritmo 
bastante eficiente para hallar la potencia n-ésima de cualquier número complejo en forma polar. 


Ejemplo: Sea z = 2(c0s30% + ¡ sen309). Calcule la potencia de orden cinco de este número, es 
decir, z5. 


Solución. Usando la relación: z9 = 25(cos(5:309) + ¡ sen(5-309)) 
z9= 32(c0s150* + ¡ sen150%) = 32 Cis 150% 
Ejemplo. Calcular zf, donde z=3+4i1. 
Solución. En primer lugar, llevamos za la forma polar. Para hallar el módulo hacemos: 
2] =/32+4? =4/25 =5 
Por otro lado, el ángulo viene dado por: 60 =arc Tan 4/3 = 53.13" 
Por lo tanto, tenemos a z en forma polar: z = 5(cos53.13* +|¡sen53.139) 
Calculamos ahora zf empleando la relación: 
z8 = 58(cos(6-53.139) + ¡ sen(6-53.139)) 
z6 = 15625(c0s318.78* + ¡sen318.78") 
Finalmente, llevamos este resultado a la forma cartesiana: 
z6 = 15625(0.7522 -¡ 0.6590) 
zé = 11753.12 - 10296.12¡ 


En este ejemplo se ha cometido un error de redondeo, al usar la calculadora de mano. El valor 
exacto de esta operación es z8 = 11753 - 10296i. 


Si zes un número complejo tal que para algún n entero positivo se tenga: —z=wn 


Donde w es otro número complejo, entonces se dice que w es una raíz enésima de z. Esto lo 


denotamos por w =z/n = %/z . En los números reales, todo número posee una raíz de orden 
impar y dos raíces de orden par. En los complejos hay una mayor abundancia de raíces. 


Concretamente, se tiene la siguiente propiedad: 


Propiedad: Todo número complejo tiene exactamente n raíces n-ésimas. 


Así, por ejemplo, si z = 1 entonces existen 4 raíces cuartas, pues 
14 = ¡4 = (-1)4 = (-1) = 1 
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De donde 1, -1, i, y -i son las 4 raíces cuartas de la unidad. 
A continuación damos una fórmula para hallar las raíces de un número complejo. 


Sea z= |z| (cosó + ¡ sen8), entonces: 


1/ 0+2k7x Ñ 0O+2kx 
Ro == Z"| cos] ——L | +risen — 
n n 


En la fórmula anterior se usa 211 = 360", ya que se sabe que Tm radianes = 180". 


Ejemplo: Hallar todas las raíces cúbicas de z =41/3 + 4i. Si se convierte a la forma polar, queda: 
z= 8(cos30* + isen30") 


Solución: Si usamos esta relación se tiene: 


13 83 cos 30%42k70 A 30%42k7 


Con k = 0, 1, 2. Sustituyendo estos valores de k en la expresión de arriba nos da las tres raíces 
cúbicas: 


w1 = 2(cos10* + ¡ sen10%) k=0 
wa = 2(c0s130* + ¡ sen1309) k=1 
w3 = 2(c0s250* + ¡ sen2509) k=2 


Si representamos gráficamente estas tres raíces, veremos que se hallan sobre una 
circunferencia con centro en el origen y radio 2. Además todas ellas están a la misma distancia 
de las otras: forman los vértices de un triángulo equilátero. Ver la figura siguiente: 


» Vista Algebraica  “ X|» Vista Gráfica 
Cónica 

0 ccx+y?=4 
Número complejo 
O w,= 1.9696 + 0.3473í 
e w,=-1.2856 + 1.5321 
e w,=-0.684 - 1.8794í 


Punto 
O A=(0,0) 
Segmento 
o f=2 
0 g=2 
o h=2 
0 ¡=3,4641 
O j=3.4641 
0 k= 3,4641 
Ángulo 
--0 a=120* 


La gráfica muestra las tres raíces cúbicas del complejo z = 8 (cos 30" + ¡ sen 307). 


Ejemplo: Hallar las seis raíces sextas de la unidad. 


Solución: Tomamos la representación en forma polar de 1, la cual viene dada por 
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1 = 1.(Cos 0% +¡ Sen 0%) 


Luego hallamos las raíces sextas por intermedio de la fórmula: 


1 =%/1 co  U+2kr T an 0%2k77 


Conk=0, 1, 2,3, 4 y 5. 
Estos valores de k nos dan las seis raíces: 
w1= 1(cos O* + ¡sen 09) k=0 
wa = 1(cos 60% + ¡sen 60") 

= 1(cos 120" + ¡sen 1205) 
= 1(cos 180" + ¡sen 180) 
= 1(cos 240" + ¡ sen 240") 
= 1(cos 300% + ¡sen 300%) 


Si las graficamos en el plano complejo, vemos que ellas ocupan los vértices de un hexágono 
regular inscrito en una circunferencia de radio 1, como se muestra en la figura siguiente: 


» Vista Algebraica X |» Vista Gráfica X 
Cónica e 
0 cox+y?=1 
Número complejo 
e w,=1+0í 
e w,=0.5+0.866í 
e w,=-0.5+0.866í 
e w,=-1+0í 
e w,=-0.5 - 0.866í 
e w,=0.5-0.866í 


pa 
nn 
a 


LA 
E 


33 
"nom 
Ls 


Las seis raíces sextas de la unidad. 


Ejercicio 45 
1. Representar gráficamente en el plano complejo los siguientes números: 
a) zi = 2(c0s60* + ¡ sen609) = 2 Cis 602 
b) zo = 5b(cos45* + ¡ sen45%) = 5 Cis 45% 
) z3 = 6(cos120* + ¡ sen120%) = 6 Cis 1209 
) za = 7(cos100* + ¡ sen100%) = 7 Cis 100% 


Cc 
d 
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e) zas = 4(c0s400* + ¡ sen400%) = 4 Cis 400% 
f) lo = 6(cos312* + ¡ sen3129) = 6 Cis 312" 


2. Expresar los siguientes números complejos en forma polar: 


a)z1=3+4i 
1 
Dz, la An 
42 12 
=- 1 
C)Z, = VEO dd 
N (2 
d) za =1 -i 
e)yz; = AB + i 
f)zo=6+i 
g)z7= 1-1 
h) Zas = -4 - 4i 
i)zo=-3i 
)zi0=5+0i 


3. Usando la forma polar o trigonométrica, efectúe las siguientes operaciones: 


MA DB+D 


N 


d) (1 + ¡)* 


e 3 +iy 
Mi (L+1p3 
(Q-31)-(3+2i) 


ENANA ALA 
(3+21)-(2+1) 
4. Calcular las cuatro raíces cuartas del complejo z = 2 + ¡. Representarlas gráficamente. 


5. Calcular las tres raíces cúbicas de los siguientes números complejos: 


E E 
2 [367 |< 
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6. Resuelva las ecuaciones en números complejos: 
a)22+4=5+i¡ 

b) 24 + 2i¡=6+3i 

c)z23+ 16=0 


26.15 El Número e 


Una de las constantes más usadas en matemáticas es el número 40 Número de Euler, cuyo valor 
aproximado de 11 cifras decimales es: 


e=2.7182818294 6 


Esta constante aparece en conexión con los números complejos, mediante la relación 
maravillosa, la fórmula de Euler: 


e” =c0s 0 + isenO 


Donde el lado derecho representa un número complejo en el círculo unitario de ángulo 0 Dicha 
fórmula se conoce con el nombre de Fórmula de Euler en honor a Leonhard Euler, quien la 
descubrió cerca de 1740. 


XXVII FRACCIONES ALGEBRAICAS 
A) 


Una fracción algebraica es el cociente de dos polinomios de la forma Q(x) , donde P(x), 00) € 
PO); Siendo 00) % O. 


El polinomio P(x) es el numerador y Q(x) el denominador de la fracción algebraica. 


Ejemplos: 
x+5 8 3 
a) — 3 b =- 
rr ii Oe ) 
2x-3y 3x+4 a 
(a) — (d) E PR A 2) 


27.2 Fracciones algebraicas equivalentes 
Dos fracciones algebraicas 

P(x) R(x) 

00) * s() 


Son equivalentes, y lo representamos por: 2) 2) 
Si se verifica que P(x) - S(x) = Q0) - ROO. 
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Dada una fracción algebraica, si multiplicamos el numerador y el denominador de dicha fracción 
por un mismo polinomio distinto de cero, la fracción algebraica resultante es equivalente a la 
dada. 


EZ y 1 
Ejemplo: x*-4 "x-2 
Son equivalentes porque: (x+2) - (x— 2) = x2- 4 


Operaciones con fracciones algebraicas 


27.3 Simplificación de expresiones algebraicas 


Una fracción algebraica es reductible (se puede simplificar) si su numerador y su denominador 
se pueden dividir por un mismo factor. 


Ejemplos. Simplificar las siguientes fracciones algebraicas: 
24ab? 84-30 8a? 

a) 2lab?  7p?.3ab% Tb? 

5x —10y 

2x—4y 


(b) 


Observa que al factorizar el numerador y denominador de esta fracción, descubrimos que tienen 
un factor común que es (x - 2y), entonces: 


Sx-10y 562% 5 

2x-4y 2(1-2% 2 
Xx? 7412 

(c) xi -16 

Observa que podemos factorizar el numerador y denominador de la fracción dada, ya que: 

x? —7x +12 =(x—4Ix-3) 

x? -16 =(x+4)x-4) 

Luego: 

2-Ta+12 (AD) 3 
e-16  (x+8(Ó x+4 

Xx 1 
(dy) X+x+1 


Podemos además factorizar el numerador de la fracción, dado que: x3 - 1 =(x - 1)02+x+1) 


Entonces: 
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Para simplificar una fracción algebraica se divide el numerador y el denominador de la fracción 
por un polinomio que sea factor común de ambos. 


Ejemplo 


x?+dx+rg4_  (x+2 (x+2) 


x*-4 (x +2): (x-2) (x-2) 


Ejercicio 46 


Simplifica cada una de las siguientes fracciones algebraicas 


152%? 7mn'p? 
(1) 20ab* (2) 2mánp" 
121atc*4 8a —16b 
(3) 1ac*d* a e 
42 14x + 21y 


(5) 18a +24b 


(6) 50x + 75y 


27m -36n x? —X 
(7) 36m- 48n (8) Y=* 
a* +2ab+b* mé —p? 
oy 3a+3b 10) m*+2mn+n* 
(9) (10) 
x? —5x+6 a" -p' 
(11) x? —2x (12) a: -p' 
3x* — 27x +42 4p +2q 
(13) 5x? —15x 140 (14) 89% +8pq +20" 
m'n—mén' Xx +3x” —10x 
15) mn+mn' 16) X -4x +4x 
(15) (16) 
(8p*a?) (12mn*) 
3 3 
(17) (16p?g?) (18) (18mn] 


Matemáticas para Genios ReprobadosO) AntúnezBook Tomo | 
O AEOEERxdBPOÓBB a _Q__RoÉ  —€ —«QRQ  —RQ— —É—Év  .u. zEr e 


16a? + 56ab — 32b* ac — ad +bc—bd 
(19) 2a? +5ab-— 3h? (20) 2c + 3bc — 2d — 3bd 
5am?x — 5an?x al 
(21) 5am'x—10amnx + 5an”x (22) 3x" -3 
m'-n 16x*y — 25y 
23) 5m* +5mn+5n* 94) Ay —3xy — 10y 
(23) (24) 
2xa — 4xb xx) 
(25) 3ya -6y (26) x(x—5)(x—1y' 
(x- 1x5) a? —ab 
(27) =5 1" (28) a" —a?p? 


27.4 Amplificación de fracciones 


Toda fracción algebraica se puede amplificar, multiplicando el numerador y el denominador por 
un mismo factor. La fracción obtenida es equivalente 


Ejemplos: 
x-3 E x-3)02  2x-6 
(a) Amplificada por 2, la fracción x-2  (x-2)02 2x-4 
5a—8b -(5a-—8b)e3am  15am-24abm 
, resulta : = > 
(b) Amplificada por 3am la fracción MN (7m-2n)e3am  2fam” —6amn 
8x 


(c) Si se desea convertir el denominador de la fracción 3MNen un cuadrado perfecto, debemos 
8x E 3mn _ 24mnx 


amplificar por 3mn 3mn  3mn  9m?n? 


a+b 


(d) Si en la fracción a —b deseamos convertir el numerador en un cuadrado perfecto, debemos 
(a+b) (a+b)_ (a+b” 


ta=b) (a+b) a? -b* 


amplificar la fracción por (a + b). 


Para amplificar una fracción algebraica se multiplica el numerador y el denominador de la 
fracción por un polinomio. 


Ejemplo 
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Ejercicio 47 
Completa el cuadro siguiente: 


Fracción Amplificada por Fracción Equivalente 
E Ed 
(1) Sab 
Gab. 8a2m3n 
(2) 7mn 
=n 32 b? + 9ab* 
NÓ 21a*p' 
17mn 102amn 
(4) 9a* 54a* 
x—4 
(5) x+7 x? +11x + 28 


27.5 Mínimo común múltiplo de expresiones algebraicas 


Un polinomio p(x) es el mínimo (m.c.m.) de un conjunto de polinomios dados, si p(x) es el 
polinomio de menor grado divisible por cada uno de los polinomios del conjunto. 


Para encontrar el m.c.m. debemos, en primer lugar, factorizar cada uno de los polinomios en sus 
factores primos y luego obtener el producto de los distintos factores primos, eligiendo en cada 
caso el de mayor exponente. Ejemplos: 


Polinomios factores m.c.m. 

9xy 32.12 .y 22.32 y! 

6xy* 2 y 36x”y* 

12x*y 2-3. -y 

xXx? +5x+6 (x+ 2)(x + 3) 

x? +6x+9 (x +3) (x+2)(x+3)*(x +1) 
Sy (x + 2)(x +1) 

x+2 (x +2) 


O TE 
2 [sr |< 
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a-b (1) -(b-a) 

3b — 3a 3-(b-a) 

a? —p? (4) - (b —a)(b + a) —-1-3-5(b — a)(b + a) 
“5a— Bb (1) -5-(b+a) -15-(b* —a”) 

O —6y* 3-2-(x-yY)0é +xy + y?) 

x? + xy + y? x2 + xy + y? 3-2(x—y)ló +xy + y?) 
2(x-y) 2-(x-y) 6(x% — y”) 


A ' 
Ejercicio 49 


Determina el mínimo común múltiplo para cada conjunto de polinomios 


Polinomios 


Factores 


m.Cc.m. 


5a?b 
15ab? 
20a*b 


14pa? 
21p%9 
42pq 
19% 


2 


x+2 
x+3 


Xx? +5x+6 


m? —m 
mé=1 


p? -8p +12 
p? -6p+8 
p? —10p +24 


27.6 Adición y sustracción de fracciones algebraicas con denominadores 


iguales 


Para la adición y sustracción de fracciones algebraicas con igual denominador, se procede del 
mismo modo que en las fracciones aritméticas: se conserva el denominador y se suman o restan 


los numeradores. 


Ejemplos: 


Consideremos los siguientes casos 
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3, 14x +19 _ (3x) + (14: +19) _ 3x+14x +19 _ 17x +19 


(a) X 5 5 5 s) 
Ta-4b 17a+10b  (7a-4b)-(17a+19b) 
X X X 
_Ta-4b-17a-190  “10a-—23b 
(b) Xx Xx 


sa-9b 7a-2b_8a-5b_ 
(0) 2a-3b 2a-3b 2a-3b 
(5a — 9b) + (7a — 2b) — (8a — 5b) 
2a—3b 


_ da—6b 
2a—3b 
Luego, factorizando el numerador y simplificando, se obtiene: 


24-39) _, 
(2a-=3b) 
sa-% ,7a-2b 8a-5b_ 
Entonces: 2a-3b 2a-3b 2a-—3b 


La suma de fracciones algebraicas con el mismo denominador es otra fracción algebraica con el 
mismo denominador y cuyo numerador es la suma de los numeradores. 

Ejemplo: Suma las fracciones algebraicas: 

x?-x A 1 x +3 
TETERA VÍ RVAR va EVAIAA 
e NO e? A e 


ee +le[xy +3) 
x*-5x +6 


Ma e 
x-5x +6 

x-2x-2 

x-5x+6 


] Ejercicio 48 


Calcula la adición o sustracción de las siguientes fracciones algebraicas y simplifica cuando 
proceda: 


E TE 
2 Para |< 
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(1) ga a a 
65. 4 4m ¿m+6_7m+8 
(3) 3x-2  3x-2 (4) 2M+5 2m+5 2m+5 
2x3 , 1x+8 7 e 2a-5 
(5) 2x+15  2x+15 (6) a? -3a-4 a*-3a-4 
12m -3m-m? 15p?  6p+6p? 
(7) m+m-12 mí +m-12 (8) 9p"-4  9p*-4 
Ta (o) 3-2 3-2 
ad y_ 7 a+4 Sa+3_ 
(11) a+5 a+5 (12 sa 2 .da=2 
5m-8n_ 7m+9_5m-15n 3p —12p? n p* +10p 
(15) b*-2b 3b 
cia a AN E a (16) 40-130 +3  4b* 130? +3 
3a“+10a" Ja” +10a 3a” +10a 
a-b da-20, 5a-8b (18) 
(17) Xx—y y =X xy m-4 m? —3m m0 7+2m* 
m*+2m-3 m*+2m-3 m*+2m-3 


27.7 Adición y sustracción de fracciones algebraicas con denominadores 
distintos 


En la adición y sustracción de fracciones algebraicas con denominadores distintos es necesario 
obtener el mínimo común múltiplo de los denominadores (mínimo común denominador). 


A continuación se amplifican las fracciones, expresándolas todas con el denominador común. 
Ejemplos: 


Consideremos los siguientes casos: 
3x+4y 2x-3y 
15xy* “0 

(a) y 


Calculemos el m.c.m. de los denominadores factorizándolos: 
15xy? =3-5-x-y?* 
10x?y =2-5-x? - y 


2-3-5.x% y? =30xy" 


m.Cc.m. = 
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Como el denominador común es 30x?y2, debemos amplificar las fracciones para igualar los 
denominadores: 


3x+4y 2x-3y  2x(3x+4y) 3y(2x-—3y) 
+ = 
15xy?  10x*y 30x* y? 30x? y? 
2x(3x + 4y) + 3y(2x — 3y) 


30x*y? 
_6x" +8xy +6xy —9y?  6x* +14xy —9y* 
30x?y* 30x*y? 


2a-b  b-6a 
(b) 3a—3b  4a—4b 


Calculemos el mínimo común múltiplo de los denominadores: 


3a—3b = 3(a —b) 
4a—4b =4(a—b) 
m.cm.=3-4(a —b) =12(a —b) 


Luego, amplifiquemos las fracciones: 
2a-b b-6a 4(2a-b) 3(b-6a) 


3a-3b 4a-4b 12a-b) 12a-b) 
4(2a —b) — 3(b— 2a) 
12(a—b) 
_ 8a—4b-3b+18a 
 12(a—b) 
_26a-—Tb 
-12(a—b) 
13-6m 9m-20 
(c) M=m-6  m*+m-12 


Calculemos el mínimo común múltiplo de los denominadores: 
m? —m-6 =(m- 3)(m +2) 
m? + m-12 = (m- 3)(m + 4) 


m.c.m. = (m — 3)(m + 2)(m + 4) 


Luego, amplificamos las fracciones. 
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13—6m 9m-20 —  13-—6m 9m — 20 
m?-m-6 m?+m-12 (m-3)(m+2)  (m-3)m+4) 
_ (m+4)(13—6m) a (m + 2)(9m — 20) 
(m—3)(m+2)]m=+4) (m- 3)(m + 2)(m + 4) 
(m + 4)(13 — 6m) + (m + 2)(9m — 20) 

(m — 3)(m + 2)(m + 4) 
_13m-6m/ +52 -— 24m +9m” — 20m +18m — 40 
o (m- 3)(m + 2)(m + 4) 
am 13m+12 
(m— 3)(m + 2)(m + 4) 


Factoricemos el numerador: 


(3m? -13m+12)= (m-3)|3m-4) 


Obtenemos: 

3m*-13m+12  (m-3)(3m-4) 

(m-—3)(m-2)](m+4)  (m-3)(m- 2)(m + 4) 
3m-4  3m-4 
(m+2)(m+4) m?*+6m+8 

Entonces: 

13—6m mn Im-20 — 3m-4 


m?-m-6 m*?+m-12 m*+6m+8 


1 E 2 A x-1 (x+5)+2(x-3)-=0e=1)_ 
Ejemplo: X-=3 X+5 x*%+2x-15 (x — 3)(x + 5) 
x+5+2x-6-x+1 2x 
(x-3)(X+5) — (x-3)lX+5) 


Si las fracciones tienen distinto denominador en primer lugar se ponen las fracciones algebraicas 
a común denominador, posteriormente se suman los numeradores. 


Ejemplo: Suma las fracciones algebraicas: 
1 2X 1 
+ 


x+1 x?-1 x-1 
ei (+1) (x=1) 


mem (eL +1 1]-(+1) (1) 
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A ' 
Ejercicio 49 


Calcula la adición o sustracción y simplifica cuando proceda: 


(9) a? 1 aóa-2 


Es E O 
(1) Bx 2x x (2) 2x 3x 

m-2 3m-1 x+6 2x+5 
(3) 2m s5m (4) 8x 12x 

meda +a+1 
(5) m=+1 (6) 2a— 

b+1+ z el 
(7) 3b +1 (8) C- 

2 3a m Tm 


Sh 2 
(10) M+4  m*+m-12 


(15) 3a-2b  3b-2a 


p+1 2 X 2Xy y 
2 a? 2 + 
(11) P +p-12 p“+5p-24 (19) Xx-2yY X"-2xy X 
d+1 d _ 6(d+1) 2x x? y 
2 
(13) d-3 d+3 di-9 (14) Y XY+Y xy 
2a+3b 3a+2b 4 2 m 


(16) m1 m1 mat 


p+17 


(21) po-p-12 p?+5p+6 p*-2p-8 


62+1 3 (18) 
(17) 227 +5z-3 z+3 2 - 9 4x-5 
xXx +10x+24 18-3x=x xx +x-12 
Zas 1 2a+4 md. ms. 1 
(19) a?-a-2 a+3 a +4a+3 (20) mM+2m-3 m*+2m-3 m-1 
p+1 6 3d 7 1 


+ + 
(22) 20” +d-1 6d +d-2 3d +5d+2 


27.8 Multiplicación de fracciones algebraicas 


En la multiplicación de fracciones algebraicas se procede igual que en las fracciones aritméticas: 
se multiplican numeradores y denominadores entre sí, simplificando si es posible. Ejemplo: 


O E 
2 [sra |< 
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(a) Ty wW Ty 


3x” + 2xy , 15x10y 
(b) 9x* —dy* 2x 


Factorizamos los polinomios y simplifiquemos: 


+B02) 52 5 
GA2)Br2y)  2* 2 

m*-5m+6, mm ¿1m+21 
(c) m-9  m+2m-8m 7m*-7 


Factoricemos y simplifiguemos: 


(m-3)m-=2) m(m? —1) , m+3) _ 
(m+3)m-3) m(m? +2m-8) 7(m?-1) 
(m-3)m=2) ¿ mim+im=%) 1(m+3) _ 1 
(m+3)m-3) m(m+4)lm-2) 7(m+*1[(m-1) m+4 
Entonces: 

m —5m+6 m* -m Tm+21 1 


0 1) = 
m?-9  mi+2m*-8m 7m?-7 m+4 
El producto de dos fracciones algebraicas es otra fracción algebraica donde el numerador es el 
producto de los numeradores y el denominador es el producto de los denominadores. 


POD ROO _ POD) RO) 


Q0) SJ 003) SO) 


Ejemplo. Multiplicar las fracciones algebraicas: 
2 2 
xeax xsara LOAD. 
CAE AREA 27 FUI 
x-5x +6  x“-4 1? =5x +6) (x?- 4) 


x(x -2) (x +2) 


E EA E 


Simplificando nos queda: 
x(x +2) 
(x- 2) - (x- 3) 
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1 Ejercicio 50 


Calcula el producto de las siguientes fracciones algebraicas 


ax, 5xy 3(a-b) _17(a—-b) 
(1) 3a%b Tab* (2) 2X 19x? 
x=2 X=5,2 ES xy? 
(3) X-3 x- 5 w (4) xy? y 
(y) o] Emntf. cta) 
(5) la” (y) (6) Ec? (min) 
12x=3y  2ta+14b a A Tx +7y AY 
(7) 15a+10b  20x-—0y (8) xy" 42x-4y  x 
ar+dat ab? a +99+18. ac+7a+10 
(o) añ a+6a+8 (10) a +8a+15 a? +11a+18 
z" 102 +16 2" -102+21 m' —6m-16 ¿+ m-12 
qa) 292414 22+22-15 (12) m*-10m-24 m*-m-6 
(13) (14) 
x? —9 IE TRAZA 12 Y YY AY, 3 3y 
xo —6x+9 x+8x+16  x"+2x y x-2xy+y  5x+5y  30x+30y 
za" +79+6 20 +179+8 a'-ab-12b" . 2a%-7ab+60' 
(15) 2a"+9a+9 da” +9a+2 (16) 2a" —11ab+12b% 2a* —9ab+10b" 
A —y .  0x+8y 5x? +10xy + 5y* LS —Txy + Ty? 
(17) xy? 2x +2xy +2y* (18) y” 15x +15y 


b?—8b+12 b*-100+16 b?—100+21, b+4b-5 
o) DE+2b+1  b7+2b-15 b7-90+14 b'+3b-10 


27.9 División de fracciones algebraicas 

Las divisiones de fracciones algebraicas se resuelven igual que las fracciones aritméticas: se 
multiplica la fracción dividiendo por el inverso multiplicativo de la fracción divisor. 

El cociente de dos fracciones algebraicas es otra fracción algebraica con numerador el producto 
del numerador de la primera por el denominador de la segunda, y con denominador el producto 
del denominador de la primera por el numerador de la segunda. 


PE) ROD _ PO S(x) 
Q09 "SEI Q0)- RO) 
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Ejemplos: 


3x . 9x” ES 20 _ dy? 


a y y ESE 


2x-4y 6x-12y  2x-4y o + y 
(b) 5x+15y 15x+45y 5x+15y 6x-12y 


Factoricemos y simplifiguemos: 


202) 15093 _1_, 

513% 62) 1 
a Me E | 

(c) -2x-2y 1 x+y 


Al factorizar y simplificar resulta: 


AH Oy) Ly) 


= ZA 3 
¡ 5 (x- y) 
a? -5a-14. a? —5a-14 1 
:14a — 98 = . 
(d) 6a +12 6a +12 14a — 98 


Factoricemos y simplifiguemos: 


lo 
62) 147 84 


Ejemplo. Dividir las fracciones algebraicas: 


xX?+2x x“+4x+4_ 
x*-5x+6  x*-4 
(x? + 2x):(x?- 4) _ 
(x? -5x +6): (x? + dx + 4) 


_x(x EZ AZAR 
(x 2) (x 3) (x +2) 


Simplificando nos queda: 
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E 1] 
| Ejercicio 51 


Calcula el cociente entre las siguientes fracciones algebraicas 


352? 14ab” 
(1) 180% * 9p* 


ade .aDe 
(2) alpec" “arp?c? 


24ab7x y gy? 
(3) 54a“bxy* x 


a“bx?  3ax? 
(4) ab*y* DY 


6x +9xy . a 
(5) a 14x +21x?y 


a+a, aa 
(6) a-a aó-2a+1 


m' +8m+16 m*-2m-3 cc-60+5 c*+80+7 
(7) M+2m-8 'm? -3m+2 (8) 0 -70+10 0? +50-14 
x?+10x +24 x?-4x+3 mi +14m+48 m? +4m-32 
oy Xx +3x-18 ' x? —6x+9 120) m?3+4m-21 "mí +3m-28 
(9) (10) 
3p"+p-2 . 3p"-8p+4 6a? -5a+1 120? -a-1 
(11) 4p" +7p+3 4p*-5p-6 (12) da? -8a-5 82? +68+1 
mé -3m+2 m*+6m-16 ey e 
(13) m? -5m+4'" m?+m-20 (14) 2 ay 2 + y 
oye x? y? Sl 
15) C-2Y+Y YY (16) X+1 0 x+1 
17. Simplifica las fracciones complejas: 
a 2.2 xX-Y XH+HY 
dá y a Xx o l1+ l NN x+y x= y 
2 25 l xXx —xy-y 
e => 24 1- 2 2 
1) x Y * 3) y 4) y 
1+ . 
1 
1+ 1 += > 
ES MR XxX a . 
1 1 l x+1 x2-1_ 
]= E l+ a lp 
5) x+1 6) x-4 7) x-1 
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XXVII TEOREMA DEL RESIDUO Y DIVISIÓN 
SINTÉTICA 


28.1 TEOREMA DEL RESIDUO 


El residuo de una división inexacta entre un polinomio entero y racional en x y un binomio (dos 
monomios) de la forma (X - a) se puede hallar reemplazando en el polinomio dado, la X por a. 


De la anterior división: +3 -Z4+4x-2x+2 entre x+3 
Si en el dividendo É + Dé4-— Dé + 42-2x +2 reemplazamos la X por el 
valor de: x+3=0 =>x=-3 

Se tendrá: 

(-3)5 + 3-39 — 2(-3$ + 4(-3 — 2(-3) + 2 

=- 243 + 3(81) — 2(-27) + 4(9) +6 + 2 

=- 243 + 243 + 54 + 36 + 6 +2 

=- 243 + 341 


= 98 residuo. 


Este procedimiento es práctico para hallar el residuo de una división sin la necesidad de realizar 
la división completamente. Veamos algunos ejemplos: 


Determine el residuo R después de cada una de las divisiones siguientes: 


a (2 +3x —18x-— 4) + (x—2). R = P(2) = 2(23) + 3(2?) — 18(2) — 4 = -12 


D (4-38 +5x+8) + (x+0. R=PC1) = (ED! -36D?+501) +8 
=1+3-5+8=7 


3 2 
O (44 +52 -1) + (++) R=P(-;) =4(->) +s(->) el ==, 


d (P-22+x-48=x R= P(0) = -4 


8 4 3 3 8/3 4/3 3 3 
e) a == ==) = — 1 = === = A A 
(72 ES 5) (2x-—3). R P(;) 6) 53) +, > 0 


Demuestre el teorema del factor: Si r es una raíz de la ecuación P(x) = 0, entonces (x — 1) es un factor de 
P(x); y, de lo contrario, si (x — 1) es un factor de P(x), entonces res una raíz de P(x) = 0. 
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E -___=—=—«=_ «AAA ——e.—_R———— A 


Demuestre que (x — 3) es un factor del polinomio P(x) = Y — 4x* — 7% + 22x + 24. 


SOLUCIÓN — P(3) = 81 — 108 — 63 + 66 + 24 = 0. De aquí que (x — 3) es una factor de P(x), 3 es una raíz del 
polinomio P(x) y 3 es una raíz de la ecuación P(x) = 0. 


28.2 DIVISION SINTEÉTICA O REGLA DE RUFFINI 

En algunos casos es conveniente factorizar los polinomios mediante divisiones sintéticas (regla 
de Ruffini). Esta regla se aplica en polinomios cuyos factores son lineales de la forma (x + a) 
Esta regla nos dice que “un polinomio tiene por factor (x + a) si al reemplazar el valor x por “ta” 
en el polinomio, el resultado es cero. El valor de “a” de los posibles factores de la expresión, es 
un divisor del término independiente del polinomio”. 

La única condición indispensable para utilizar esta regla es que el divisor de la división sea de la 
forma (x + a). Esta regla se utiliza para realizar en forma rápida una división entre polinomios. 
La división sintética es un procedimiento práctico para hallar el cociente y el residuo de la división 
de un polinomio entero en x por x-a. 


Dividamos 4? —5x” +3x +14 entre x-3 


x-2x=3 
1-3) xx —Sx? +31 +14 
<= ea 
2x7 +3x+14 
2x” —6x 
-3x+14 
JE=-9 


5 


2 
Podemos apreciar que el cociente (a -21-3) es un polinomio en x de un grado menor que el 
del dividendo; que el coeficiente del primer término del cociente es igual al coeficiente del primer 
término del dividendo y que el residuo es 5. 


Procedimiento: 

1. Bajas el primer cociente y multiplicas por el divisor. Ubicas bajo el 2do.cociente 
para sumar o restar según sea el caso. 

2. Multiplicas por el divisor y ubicas bajo el 3er. Coeficiente y así sucesivamente 
hasta terminar todos los coeficientes. 

3. Compruebas que la operación con el ultimo coeficiente te de cero caso contrario 
busca otro divisor y vuelve a intentar. 

4. Si obtienes cero entonces ese divisor es el valor buscado y el factor será tomado 
con signo contrario. Por ejemplo, si nos salió residuo O para -4, entonces el 
factor es (x+4). 

5. El polinomio se factora entonces disminuyendo un grado al polinomio inicial 
tomando los coeficientes resultantes. 

e La división anterior x? —5x? +3x +14 entre x—3, se puede realizar en forma más fácil y 


directa, de la forma siguiente: 
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. Solución: El divisor es x -3 = O, que implica x = +3. 


Dividendo Divisor 
x —5x? +3x +14 +3 
1 =$ +3 +14 
=8 (E2)-3=-6 (+8) 355 
há v Da ias Ñ 


Resultado x? —2x-—3 residuo: 5 
Ejemplo: Efectuar por división sintética x? —16x? -202x+81 entre x—4 


da A á á - . 4 2 Hija 
Solución: Como este polinomio es incompleto, pues le faltan los términos * y *”, al escribir 
los coeficientes ponemos O en los lugares que debían ocupar los coeficientes de estos 
términos. El divisor es x - 4 = O, que implica x = +4 


Dividendo Divisor 
1 0 -16 0 -202 + 81 

4 16 0 0 -808 |+4 
1 4 0 0 - 202 — 727 


+. Comoel dividendo es de 5* grado, el cociente es de 4” grado los coeficientes del cociente 
son 1, 4, 0, O y -202, el cociente es ** +4x* - 202 y el residuo es -727 


Por división sintética, determine el cociente y el residuo de lo siguiente: 
(3 — 4 — 5x — 8x +25) + (x—2) 


SOLUCIÓN 2| 3-4-5+0- 8+25 
+4-2- 4-24 
, Cociente: 34% + 2 — * — 2x— 12 
3+2-1-2-12+ 1 Residuo: 1 

La fila superior de números proporciona los coeficientes del dividendo, siendo cero el coeficiente de las po- 
tencias de x que faltan (0x7). El 2 en el extremo izquierdo es el segundo término del divisor con el signo cambiado 
(ya que el coeficiente de x en el divisor es 1). 

El primer coeficiente en la columna superior, 3, está escrito primero en la tercera fila y después multiplicado 
por el 2 del divisor. El producto 6 está colocado en primer término en la segunda fila y sumado al —4 de arriba de 
él para dar como resultado 2, el cual es el siguiente número en la tercera fila. Este 2 se multiplica posteriormente 
por el 2 del divisor. El producto 4 se coloca en la segunda fila y se suma al —5 de arriba para proporcionar el 
—1 en la tercera fila: etc. El último número de la tercera fila es el Residuo, mientras que todos los números a 
su izquierda constituyen los coeficientes del Cociente. 

Puesto que el dividendo es de 5 grado y el divisor de 1%, el cociente es de 4” grado. 


La respuesta puede escribirse como: 1 
34 +2 — Y — 2r- 12 +3" 


Ejemplo: Efectuar por división sintética x* + x?*-—6x? —4x+8 entre x -1: 
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Procedimiento: 


1. Acomoda todos los coeficientes del polinomio en orden é +x -6x -4x+ 8) +(x- 1) = 
descendente. Observa: un polinomio de grado n, r=1 
tiene n+1 coeficientes. Si falta algún término lo 
sustituyes por cero. 11 -6 -4 8 


2. El divisor es dado por (X-F) por lo tanto divides por F. 411 756 74 8 
6 


1 
116 -4 8 


3. Baja el coeficiente del término principal y multiplica éste | 1 
por el divisor, es decir por r. 


. Suma el producto del paso 3 con el siguiente 
coeficiente. 


. Repite los pasos 3 y 4 hasta completar la división, es 
decir cuando ya no queden coeficientes. 


El último número es el residuo. 
Los primeros números corresponden a los coeficientes del cociente en orden 
descendente y el cual será un grado menor del polinomio dado. 


Polinomio de grado 4 


4 11-6 -4 8 
12 -4 -8 


Coeficientes del cociente - grado 3 


QU) =x? +2x* -4x-8 


Ejemplo: Usando división sintética dividir 2a3 - 5a2+ 4a -1 entre a - 1 


El dividendo para este caso está ordenado, entonces se separan los coeficientes del polinomio 
dividendo y se indica la división entre el valor que toma a. El divisor es a - 1 = O, que implica a = 
+1 
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d 


Ejemplo: 


Probamos con 2: 


2 5 +4 -1 | 1 


Se baja la primera cantidad del dividendo 
y se multiplica por el divisor. El resultado 
se le suma a la segunda cantidad del divi 


dendo. 


Este resultado (-3) se multiplica por el 
divisor (1). Es decir -3x 1=-3 y el 
producto se lo sumamos a la tercera 


cantidad del dividendo. 


Repetimos el proceso anterior: 
La cantidad (1) se multiplica por el 


Divisor (1) y el resultado se le suma 
a la siguiente cantidad del dividendo. 


2 

DS 
2 

2 .5 
2x1 = 2 
2 3 
2 mes 
Ea ed DES 
2 23 


+4 


Como el polinomio respecto de la letra a, es de tercer grado, el cociente será un polinomio de 
segundo grado con respecto de a, que factorizado queda: 


2a? - ba? + da -1 = (2a2 - 3a + 1)(a - 1) 


Usando división sintética hallar los divisores del polinomio x*+6x3+x2 - 24x+16 


6 yl 24 16 2 
2 16 34 20 
8 17 10 36 NO 


Si x*+6x3+x2-24x+16, sus coeficientes en orden son: 


El posible valor de “a” deber ser divisor del término independiente es este caso 16. 


16 tiene por divisor +1, +2, +3, +4, +8, +16. Cualquiera de ellos puede ser el que haga cero la 
expresión 


Para dividir en forma sintética, tomamos los coeficientes del polinomio y dividimos para los 
divisores de 16. 
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Factorizado queda: (x93+2x2-7x+4) (x+4) 


Volvemos a dividir usando para la nueva reducción el residuo anterior: 


4 Z =f 4 1 


1 3 -4 
gl 3 -4 0 SI 
Factorizado nuevamente obtenemos: (x2+3x-4) (x-1) (x+4) 


Resolviendo la ecuación cuadrática por la formula general o buscando dos números que 
sumados den +3 y multiplicados den -4, resultan ser +4 y -1. La factorización final queda: 


X46x3+x2-24x+16 = (x+4) (x-1) (x-1) (x+4) 
xXH6x3+x2-24x+16 = (x+4)2 (x-1)2 
Comprobación como nos dio cero cuando a= -4 reemplazamos en el polinomio original. 
= x4+ 6x3 + x2- 24x + 16 
- (-4)4 + 6(-4) + (-4)? - 24(-4) + 16 
= 256-384+16+96+16 


= 0 es lo que debe suceder 


Ejercicio 52 
1) Para el inciso e) Considere que i= y—1 y que ¡2 = -1 


Determine el residuo de cada una de las ecuaciones siguientes 


a (QX-7)= (x+1) d) (4y* + y +27) + (Qy+3) 
b (8 +32 -4x+2)=(x-2 9 (42+x+1) => (x- V-1) 
9 GX +4x-4) = (x—!) f) (3 +35) + (x+1) 


Demuestre que x + 3 es un factor de * + 7 + 10x— 6 y que x= —3 es una raíz de la ecuación * + 7 + 10x— 
6=0. 


Determine cuáles de los siguientes números son raíces de la ecuación Y + 3y' + 12y— 16 =0: 


a) 2, b) -4, O 3, d) 1, e) 21 


2) 
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Por división sintética determine el cociente y el residuo de cada una de las expresiones siguientes. 


a (X+3%-4x-2=(x+1) 9 (P-3Y4 +4y-5) = (y+2) 
b (3% +x-—4) = (x—2) d) (44 +6 —2x +3) + (2x+1) 


Si P(x) = 2 — 3X' + 4x— 4, calcule P(2) y P(—-3) utilizando la división sintética. 
Dado que una raíz de * — 7x— 6 = 0 es —1, encuentre las otras dos raíces. 
Demuestre que 2 — Y — 3 — 31x— 15 = 0 tiene como raíces 3, —3. Encuentre las demás raíces. 


3) En los siguientes A, realiza la división sintética expresa R el cociente P(x): (x-r) en 


P 
S -900+ 
la forma (xr) a 1) 
a) (2x*-x-4):(x-1) b) (5x4 - 2x2 -3 ):(x - 1) c) (x7 + 128):(x+ 1) 
d) (x* - 16):(x+ 2) e) (4x4 + 2x3 — 6x2 -5x +2):(x + Yo) f) (5x3 +5x -4):(x - 0.2) 


4) Usando la división sintética y el teorema del residuo en cada uno de los problemas encuentre: 


a) P(-1) dado P(x) = 2x2 - 3x - 10 b) P(-2) dado P(x) = 2x3 - 10x2 - 2x - 10 
c) P(3)dadoP (x)=x*-6x2+3x-2  d) P(-4) dado P (x) = x4 + 8x3 - 12 x? - 28 
e) P(Y) dado P (x) = 2x3 - 8x2 + 6x - 4 f) P(O.5 ) para P(x) = 10x3 - 5x + 1 


XXIX DESIGUALDADES 


Introducción. 


Resolver ecuaciones, por ejemplo, —6x + 17 = 8 0 x? - 2x - 5 = O— es una de las tareas 
tradicionales de las matemáticas. Pero es casi de la misma importancia en cálculo saber resolver 
una desigualdad por ejemplo —2x + 6 <70 5 o x? -2x 46> O— Resolver una desigualdad es 
encontrar el conjunto de todos los números reales que la hacen verdadera. En contraste con una 
ecuación, cuyo conjunto solución, en general, consta de un número o quizá un conjunto finito de 
números, el conjunto solución de una desigualdad por lo común consta de un intervalo completo 
de números o, en algunos casos, la unión de tales intervalos. 


29.1 Propiedades de las desigualdades. 


Dados dos números reales, siempre podemos compararlos y decidir si son iguales o cuál 
es más grande. 


Escribimos a < b para decir que a es menor que b y a <b para decir que a es menor o igual 
que b. 
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ATT 


Menor posibilidad de comer 


Mayor posibilidad de comer 


En la recta, a < b significa que el punto | | 
correspondiente a a está a la izquierda del que a b 
corresponde a b. 


El orden en los números reales tiene las siguientes propiedades: 


1. Sia y b son números reales, sucede una y sólo una de las siguientes relaciones (propiedad de 
tricotomía. 

1) a = b; íi) a > b; ¡ii) a <b 
Teoremas de las desigualdades: 

1. Elsentido de una desigualdad no se modifica si a sus dos elementos se les suma o resta un mismo número real. 
Por consiguiente, para pasar un término de un miembro a otro de la desigualdad no hay más que cambiarle el 
signo. 

Por ejemplo, si a > b, se tiene a+ c> b+ cya— c>b- cya—b>0. 
2. El sentido de una desigualdad no se altera si sus dos miembros son multiplicados o divididos por un mismo 


número real. 
Por ejemplo, si a > by k> 0, se tiene 


b 
lka>kb y 1>h 


3. El sentido de una desigualdad se invierte cuando sus dos miembros son multiplicados o divididos por un mismo 
número negativo. 
Por ejemplo, si a> by k<0, se tiene 
b 
ka<kb y  ¿< F 


4. Si a> by a, b, nson positivos, se tiene a” > P”, pero a” < b””. 


29.2 Intervalos 


Definición: Es el espacio numérico comprendido entre dos valores a y b, llamados extremos del 
intervalo. 


Los puntos a y b pueden o no pertenecer al intervalo, entonces podemos tener los siguientes 
casos: 


1. Sia y b pertenecen al intervalo, éste se llama intervalo cerrado y escribimos: [a, b] = (x e IR 
ESE bj.Para < , 2 se usan corchetes > [ ] y círculos rellenos O en los extremos. 


[ ] 
a b 


2.Sia yb no pertenecen al intervalo, éste se llama intervalo abierto y escribimos: (a, b) = (x e 


IRla<x< bj. Para < , > se usan paréntesis => ()ycírculos vacíos O en los extremos. 
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( ) 
a b 


3. Si alguno de los extremos, pero no ambos, pertenece al intervalo tenemos estos dos casos 
(intervalos semiabiertos o semicerrados): 


[ ) ( ] 
a b a b 


La noción de intervalo se puede extender, para denotar al conjunto de las x e IR que son más 
grandes o más chicas que un número dado. 


Por ejemplo, para denotar al conjunto ([x e IR lx > a) escribimos (a, + 00 ). 


Los siguientes conjuntos son intervalos: 


(a, +00) =(x e IR |x> a) ( a 
a 
[a, +00) =(x e IR |x> a) [ a 
a 
(-00, b)=(x e IR |x<b) Y < ) 
b 
(- 00, b]=(x E IR |x<b) ES ] 
b 
(- 00, +00) = IR Y < >,Y 


29.3 Problemas de desigualdades resueltos. 
Completa la tabla llenando los espacios con la notación adecuada. 


Intervalo Desigualdad Grafica en la recta. 
[-3, 5) -3<x<5Bb EÁAÁKáÁ > 
-3 5 


(-00, -5] LES DARAS 
-5 


[3, 8] 3<x<8 E O 
8 
(-5, 4) 5<x<4 DAA E 


Resolver una desigualdad significa determinar el conjunto de números x para los cuales la 
desigualdad es cierta. A este conjunto de números se le llama conjunto solución. 


Resolver una inecuación es determinar el conjunto de números reales que satisfacen la 
desigualdad, es decir, que la hacen verdadera. 


Procedimiento para resolver desigualdades o inecuaciones 
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1) Para resolver una inecuación es necesario aplicar las propiedades de las desigualdades, o 
sea, cuando hacemos una operación a un lado de la desigualdad, debemos hacerla también 
al otro lado de la desigualdad. 

2) Al multiplicar o dividir a ambos lados en una desigualdad por un número negativo CAMBIA 
de sentido la desigualdad por su inversa. 


Cambiar > por < y viceversa 


2 < 


Cambiar ¿ por y viceversa 


3) Las operaciones válidas para resolver desigualdades son exactamente las mismas que para 
resolver ecuaciones: sumar y restar, multiplicar y dividir, elevar a potencia, extraer raíces. 


Resuelva la desigualdad 2 + x < 9 x + 6 y dibuje la gráfica de la solución en la línea 
recta. 


Solución. La desigualdad es válida para algunos valores de x, pero para otros no. 
Para encontrar los valores para los cuales es válida utilizaremos las propiedades 
mostradas en los apartados 1 y 2. Para ello despejaremos la x en la parte izquierda 


de la desigualdad. 


En primer lugar restamos -2 a ambos 
lados de la desigualdad (usando la 
propiedad 3 con c = -2): 


Luego se resta 9x de ambos miembros 
(usando la propiedad 3 con c = - 9x): 


Ahora multiplicamos ambos miembros 
por (-1/8) (propiedad 5 con c = -1/8). 
Observa que al multiplicar por el número 
negativo cambiamos el orden de la 
desigualdad. Por lo tanto el conjunto 
solución está formado por todos los 
números mayores que -1/2. En otras 
palabras, la solución de la desigualdad 
-1 


(> 1] 
es el intervalo 2 La 


representación gráfica de la solución se 
muestra a la derecha. 


la línea recta. 


de este documento. 


Primero sumamos Yx a ambos lados, 
usando la propiedad 3. 

Ahora sumamos -b a ambos lados 
utilizando la propiedad 3. 


2-2 +x<9x+6-2 


x<9x+4 


Xx -9x < 9x- 9x+ 4 
-8x< 4 


Hallar la solución de la desigualdad 3x + 5 < -7x + 8 y represéntela gráficamente en 


Solución: Trataremos de despejar la x en la parte izquierda de la desigualdad 
utilizando las propiedades de las desigualdades mostradas en los apartados 1, y 2 


ETRE EF TX 25 
10x+5<25 
10x+5-5<25-5 
10x < 20 
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Enseguida multiplicamos por 1/10. De 
esta manera tenemos que la solución 
está formada por todos los números 
menores o iguales que 2. En otros 
términos, la solución está dada por el 
intervalo (- Y, 2]. La representación 
gráfica de este intervalo se muestra a la 
derecha. 


línea recta. 


Sumando -2 a ambos lados de la 
desigualdad. 
Sumando -5x a ambos lados de la 
desigualdad. 


Multiplicamos por (-1/2) los dos lados de 
la desigualdad. Observa que cambiamos 
el orden de la desigualdad. Por 
consiguiente, el conjunto de soluciones 
es el intervalo (-3, + oo ), que se ilustra en 
la gráfica de la derecha. 


Sumando -3 a ambos lados de la 


desigualdad. 


Sumando -3x a ambos lados. 


Multiplicamos por (-1) ambos lados para 
dejar x con signo positivo, (fíjate que 
cambiamos el orden de la desigualdad) y 
así tenemos que la solución es el 
intervalo (-4, +%Y). La gráfica del intervalo 
se muestra a la derecha. 


29.4 Valor Absoluto. 


Hallar el conjunto de soluciones de la desigualdad 2 + 3x < 5x + 8 e ilustrarlo en la 


Solución: Las siguientes desigualdades son equivalentes: 


E E 

2 + 3x -2< 5x + 8-2 
3x<5x+6 

3x - 5Bx < Dx-5x+ 6 

-2x<6 

(-1/2)-2x) > (-1/2)(6) = -6/2 


x>-3 


MU SLI RIIIRIIIIIIIRIIITILAN 
3 


Resolver la desigualdad 2x + 3 < 3x +7 y representar la solución en la línea recta. 


Solución: Despejaremos la variable x en la parte izquierda de la inecuación. 


2X +3 <3x +7 

2X +3 -—3< 3x+7-3 
2x<3x + 4 

2X -3x < 3x -3x + 4 
x< 4 

(16) > EDS) 


x>-4 
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Definición: El valor absoluto de un número real x lo denotamos por |x|] y lo 
definiremos como sigue: 


x si x>0 
|x| = 0 sí x=0 
=x si x<0 


Observa que |x| siempre es un número real positivo o cero. Además -|x|<x< |x]. 


1. Ejemplo: 
(a) 1301 =-5)= 5. 
(b) 13| =3 
(e) 181=43)=38 
(d) 10] =0 


(e) | 2-1 | = /2 -1. Puesto que 2 -1>0 


(f) Exprese |4x - 2] sin emplear el símbolo de valor absoluto. 
2x-4 si 2x-42>0. 
2x4] = ] 
-(2x-4) si 2x-4<0. 
Esto es, 


p 4] 2x-4 si x22 
x— = 
—2x+4 si x<2 


(8) Para encontrar |1 - 6], observa que T » 3.14 así que í - 6 < O. Por lo 
tanto, | - 6] se define como la parte negativa de r - 6, esto es | 1 - 6| 
=-/1-b)=2 +06 


q HEARTS porqe JE =530 
(i) [N3 1[= 4/31 Puesto que 13-120 


Propiedades del valor absoluto: 
Sean a y b dos números reales, entonces, 


Á. la] = Ja? a|_ld 

3,191 lb] 
>, 1%b|= |a]|p] y le"|=lal' 
2. Ejemplo: 


4 E4R1+ [Ep 18[=21 
pri +124]1 2 
(ESE [Fla 1+45=21 
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(d) 18-x | = |x-8 | 


q 
e) 131 Bros 
ES 
A 4 
(8) 1M2=4)+7|= [5247 [= [40+7[=]| 3.13 


jas 3:90) =d-] 6] =4-6=2 
(1) 16841 =/136/|=36 
M 16]=(6)9=.36 


(k) | (6)? | = | -6 12. Por los ejemplos i y j. 
(1) 13-12] = ]-1(3 + 2m)] = |-1(7-3)] =]-1] [1-3] =1]|7-3]| = 7-3. Puesto que T- 
3>0 


Cuando los números reales son representados geométricamente sobre un eje real, el número 
|x] se llama la distancia de x a O. Es decir, el valor absoluto nos sirve para medir la distancia de 
un número al cero. | a | es la distancia entre a y O. Así, | 6 | representa la distancia que hay 
entre el O y el número 6. 


Distancia 
o Ó 
Definición: La distancia entre dos puntos de la recta a y b se define como Ja - b]. 
Nota: Observa que |a - b| = |b - al, es decir, que la distancia de a a b es la misma distancia 
debaa. 
Ejemplo: 


(a) La distancia entre - 6 y 8 es la misma que entre 8 y - 6: 
18 - (-6)| = 114] = 14 unidades, 
|(- 6) - 8] = |-14] = 14 unidades. 


(b) La distancia entre 4.2 y 9 es |42 - 9 | = ]|-48| = 4.8 
Las siguientes expresiones son equivalentes 


(c) La distancia entre x y 5 es igual a tres: | x-5] =3 

(d) La distancia entre x y 6 es menor que 4: | x-6] < 4 

(e) La distancia entre x y -5 es menor que 6: |x - (-5)] = | x+5]|<6 

(f) La distancia entre x y 7 es mayor que 12: |x-7| > 12 

(8) La distancia entre x y -3 es mayor o igual que 3: |x - (-3)] = |x+ 3] >3 


Resolver la ecuación | x-5 | = 3. 


Solución: Esta expresión es equivalente a “la distancia entre x y 5 es igual a 3”. 
Puesto que x es un número real, entonces x puede estar a la izquierda o la derecha 
de 5. Observa la figura. ——= 


Matemáticas para Genios ReprobadosG) AntúnezBook Tomo | 


La figura nos muestra que sólo hay dos números cuya distancia a 5 es de 3 unidades, 
y estos son x = 2 y x= 8. De esta manera la solución a la ecuación son estos dos 
números. 


Resolver la ecuación | x-5 | <7. 


Solución: Esta expresión es equivalente a “la distancia entre x y 5 es menor o igual a 
7”. Puesto que x es cualesquier número real, entonces x puede estar a la izquierda 
O la derecha de 5. Observa la figura. 


Lo A y] 
: 7 5 12 
La figura nos muestra que los números cuya distancia a 5 es menor o igual a 7 
unidades están en el intervalo -2< x < 12. Así que la solución a la desigualdad está 
dada por este intervalo. Por ejemplo x = -1 es solución, puesto que | -1-5 | = | -6 | 
=6<7. 


Resolver la ecuación | x-5 | >7. 


Solución: Esta expresión es equivalente a “la distancia entre x y 5 es mayor o igual a 
7”. Puesto que x es cualquier número real, entonces x puede estar a la izquierda o la 
derecha de 5. Observa la figura. 


AAA AA A A A e 
x 2 5 12 


La figura nos muestra que los números x cuya distancia a 5 es mayor o igual a 7 
unidades están en el intervalos x < -2 y x > 12. Así que la solución a la desigualdad 
está dada por los intervalos (-oo, -2] y [12, +00). Por ejemplo x = 15 es solución, puesto 
que | 15-5|=]| 10] = 10>7. 


Desigualdades y valor absoluto. 


La relación entre el valor absoluto y la distancia nos permite utilizar los valores absolutos para 
describir desigualdades, y esto nos conduce a las siguientes propiedades: 


Si k es número positivo (k>0) y a, b, y xson números reales entonces: 


4 ix] <k siy solo si —k<x<k > lx] > k siysolosix2k o x<-k 
< k >< k > Y <Kk><k> 

E - O a 
k x 0 x k Xx -k 0 k x 


Las propiedades 1 y 2 también son válidas si < se remplaza por <. 


a deb] lal+ lo] 


=k 
, entonces x= k, o, x=-k. 
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DESIGUALDADES CON VALOR ABSOLUTO 


El valor absoluto de una cantidad representa la distancia a la que se encuentra el valor de la expresión de cero en una 
recta numérica. Por lo tanto, |x — a] = b, donde b> 0, significa que la cantidad x — a se encuentra b unidades de 0, 
x — aestá a bunidades a la derecha de 0, o que x— a está hb unidades a la izquierda de O. Cuando se dice que |x — 
al > b, b> 0, entonces x — ase encuentra a una distancia de O mayor que bh. Por lo tanto, x— a> box— a< —b. 
De manera similar, si |[x— a] < b, b> 0, entonces x— a se encuentra a una distancia de O menor que bh. De aquí que, 
x — ase encuentra entre bh unidades por debajo de 0, —b y bunidades por arriba de 0. 


EJEMPLOS Despeje x en las desigualdades siguientes. 
ad lr-3>4 Bb |r+4<7 9 |lr-5]<-3  d |lr-5|]>-5 


a) |x—3|> 4, porlo tanto x— 3>40x-— 3 < —4. Porlo tanto, x> 7 0 x< —1. El intervalo de solución es (—«0, —1) 
U (7, %), (donde U representa la unión de los dos intervalos). 

b) |x+ 4| <7, por ende —7 < x+ 4<7. Por lo tanto, —11 < x< 3. El intervalo de solución es (—11, 3). 

a |x— 5| < —3. Puesto que el valor absoluto de un número es siempre mayor o igual a cero, no existen valores para 
los que el valor absoluto sea menor a —3. Por lo tanto, no existe solución y se puede escribir % como intervalo de 
solución. 

d) |x+ 3| > —5. Puesto que el valor absoluto de un número es siempre al menos cero y mayor que —5. Por lo tanto, la 
solución es todos los números los reales, que se puede escribir como el intervalo de solución (—x, 0). 


Ejemplo: Resolver | 2x - 5] = 3. 


Solución: Por la propiedad 3 de (4), |2x - 5| = 3 es equivalente a las siguientes 
ecuaciones: 


2x-5=302x-5=-3 


Resolviendo 2x - 5 = 3. Tenemos: Resolviendo 2x - 5 =- 3. Obtenemos: 
2x=3+5 2x=-3+5 

2x=8 2x=2 

x=8/2=4 x=2/2=1 


De aquí tenemos que la igualdad |2x - 5] = 3 tiene como solución los valores de x 


=4 y x= 1. 
1 4 


Ejemplo: Resolver |3x + 3] = 15. 
Solución: Por la propiedad 3de (4), |3x + 3] = 15 esta ecuación se cumplirá si 
3x+3=150bien,-(3x+3)= 15 


Resolviendo estas ecuaciones se tiene: 3x =15 -3 0-3x= 15 + 3. Deahíquex=40 
=-6. 


Ejemplo: Determinar el conjunto de soluciones que satisfaga la desigualdad |x.- 5 |<4 
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Solución: De acuerdo con la propiedad 1 del párrafo 4, la desigualdad en valor 
absoluto es equivalente a la siguiente desigualdad: 


A<x-5<4 

Sumando 5 a ambos lados de la desigualdad para despejar x tenemos: 
4+5<x-5+5<4+5 

14%<9 


Por lo tanto la solución es el intervalo abierto (1, 9). 


EEES EN 


1 9 


Ejemplo: Determinar el conjunto de soluciones que satisfaga la desigualdad |3x+2|2 4 


Solución: De acuerdo con la propiedad 2 del párrafo 4, la desigualdad en valor 
absoluto es equivalente a las siguientes desigualdades sin valor absoluto: 


(a)3x+22>40(b)3x+ 2<-4 


Solución de (a). Solución de (b) 
3x+2>4 ax +*22-4 
3x>4-2 3x<-4-2 

x>2/3 0 bien [2/3, +00) x<-6/3 o bien (-o, -2] 


Por lo tanto la solución es la unión de las dos soluciones: (-o, -2]u [2/3, +00). 


Ejemplo: Evaluar la desigualdad O < | x +3] < 8. 
Solución: La desigualdad significa que O<|x+3]| y | x+ 3] <8 


En el primer caso, O<|x +3] es En el segundo caso se tiene por la propiedada1 
verdadero para todo número real del párrafo 4 que: 

excepto x =-3. Así la solución son 8<x+3<8 

todos los números reales menos 
el -3. Es decir (-o, -3JU(-3, +00). -8-3<x<8-3 


-11<x<5 
O bien [-11, 5]. 


Por lo tanto el conjunto de números reales x que satisface ambas desigualdades es 
la intersección de los dos conjuntos y consta de todos los números en [-11, 5] excepto 
-3. La solución expresada como unión de intervalos [-11, -3) U (43, 5]. 


1 a 
Ejemplo: Encontrar la solución de la desigualdad |x- 5 | <2x + 2. 
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Solución: De acuerdo con la propiedad 1 del párrafo 4, la desigualdad en valor 
absoluto es equivalente a la siguiente desigualdad: 


(2x+ 2)<x-5<2x+2 
Para resolverla la trataremos como dos casos separados. 


Caso 1: -(2x + 2) < x - 5. Despejando x Caso 2: x - 5< 2x+ 2. Despejamos x. 
tenemos. 


x= 5521 +2 
¿24 =25X=D LO +5 
o EE ET 
3x5 -3 x>-7 


> e y P me A 
x2-3/3 o bien, x2 1 La solución es el intervalo [-7, +00) 


Así, la solución es el intervalo [1, +00). 


Ahora, la solución de la desigualdad |x - 5 | < 2x + 2, es la intersección de las 
soluciones de los dos casos. La intersección de x > 1 y x> -7 es el intervalo, [1, +00). 


DY API RSE SALA 
=P 


29.5 Desigualdad Lineal en Dos Variables. 
Estudiaremos ahora desigualdades lineales de la forma: ax + by < c 
Donde ax0zbya y b son números reales. 
Usando las propiedades sobre desigualdades, podemos escribir 
by < Cc - ax 
Parab>0 


Es 
b b im 


Mientras que para b<0 


Cc a 
Y>— == NX 
b b (1.2) 
El conjunto solución de 1.1 es el conjunto de pares ordenados (x,y) para los cuales y < c/b - 
(a/b)x; y para 1.2 es el conjunto de pares ordenados (x, y) para los que y > c/b - (a/b) x. 


Para graficar una desigualdad lineal sobre el plano real, necesitamos indicar el conjunto de 
puntos en los que el conjunto solución se mapea, es decir, cuyas coordenadas satisfacen la 
desigualdad. Recordamos que si a y b son dos números reales cualesquiera, a=b,a<b,oa> 
b. Sobre el plano real; por tanto, si tenemos los puntos (x, y) para los que y = x, los puntos (xi, yi) 
para los que y;¡< xi, estarán bajo la recta y = x y todos los puntos (xi, yi) para los cuales y; > xi 
estarán sobre la recta y = x. Usando esta idea, graficaremos una desigualdad lineal en dos 
variables graficando la igualdad lineal obtenida al cambiar el signo de desigualdad por un signo 
de igualdad. La gráfica de la desigualdad será el conjunto de puntos arriba o abajo de la recta 
definida por la igualdad. Así: 


Para graficar desigualdades lineales, se deben seguir las siguientes reglas: 
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1. Despejar el valor de y en la desigualdad lineal dada,[ y> ecuación o y< ecuación). 
2. Considerar la igualdad y = ecuación y graficar la recta correspondiente. 


3. Si y > ecuación, la solución grafica está sobre la recta; (b) si y< ecuación, la solución está 
abajo de la recta. 


Ejemplo: Resuélvase la desigualdad lineal 
2x + 4y < 8. 
Solución. Como 4 es positivo, al despejar y obtenemos 
Ay < 8 - 2x 
y <2-x/2 


El conjunto solución de la desigualdad es, ((x,y) | y < 2 - x/2), este conjunto contiene a (0,0), 
(0,1),(0,1/2), etc.; parax= 0, y < 2; para x = 2, y < 1, etc. 


Para graficar el conjunto solución primero 


Xx 
y=2-= 
graficamos la igualdad 2 


La gráfica de esta igualdad es una recta con 
pendiente -1/2, y que intersecta a los ejes 
coordenados en los puntos (0, 2) y (4, 0). Puesto 
que el conjunto solución está dado por la 
inecuación y < 2 - x/2, la gráfica de la 
desigualdad es el conjunto de puntos debajo de 
la recta definida por la igualdad, este conjunto 
de puntos no incluye, el de los puntos sobre la 
recta ni los que están en la recta, ver figura: 


2x+ 4y<8 


Ejemplo: Resuélvase la desigualdad lineal 2x - 4y < 8. 


Solución. Despejamos y en la desigualdad. 
-4y < 8 - 2x 


Xx Xx 
> -24+==-2 
e zz 2 


El conjunto solución es 


Xx 
(cu) Pia) 


La gráfica de la desigualdad será el conjunto 
de puntos arriba de la recta y = x/2 - 2, 
definida por la igualdad, sin incluir los puntos | 9x - qy< 8 
sobre la recta, ver figura: 


Otra forma de resolver las desigualdades lineales. 
Ejemplo: Grafique el conjunto de puntos (x, y) que satisfacen 
2x+3y-6>0 (3.1) 
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Primero, se encuentra la gráfica de la recta 
2x + 3y - 6=0 (3.2) 


Ya que cualquier punto en la recta dada por 
(3.2) debe cumplir con (3.1), estos puntos 
están en el conjunto de puntos que cumplen 
(3.1). [Si el signo > en (3.1) se substituyera 
por sólo >, los puntos en la recta no estarían 
en el conjunto de puntos que satisfacen 


(3.1)]. Vea la figura: y e 


Empezaremos por probar algunos puntos, 
tales como (-1 -1), (5, 5), (4, 0), (-4,0). 


Ahora, Reemplazando  (-1,-1) en (3.1) 
tenemos: 


2) A) 6= 23 6=-11 < Y 


Por tanto, (-1, -1) no pertenece a la gráfica. En 
seguida reemplazando: 


(5, 5): 2(5) + 3(5) -6=25-6= 19 > 0 por lo que 
(5, 5) sí pertenece a la gráfica. 


También reemplazando (4, 0): 2(4)+3 (0)-6=8- 
6=2 > 0(-4, 0): 2(-4)+3 (0)-6=-8-6=-14 < O 


Entonces (4, O) está en la gráfica, pero (-4, 0) no 
está. Además, nótese que los puntos (4, 0) y (5, 
5) que pertenecen a la gráfica, están de un solo 
lado de la recta y que (-4, 0) y (-1, 1) que no están 
en la gráfica, están en el otro lado de la recta. Esto 
no es accidental. La gráfica está representada por 
la región sombreada de la figura: 


2x+3y-620 


Para graficar desigualdades lineales, se pueden seguir también las siguientes reglas: 


1. Graficar la igualdad lineal correspondiente, una recta. 


2. Encontrar un punto que no pertenezca a la recta, pero que cumpla con la desigualdad 


lineal. 


3. Todos los otros puntos que cumplen con la desigualdad lineal estarán en el mismo lado 


de la recta en que está el punto que se determinó en la regla anterior. 


Ejemplo: Grafique la desigualdad lineal 2x-y+4<0 


La ecuación lineal correspondiente es la recta: 2x-y+4=0 


Vea la gráfica de la recta en la figura 4.1 
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Si sé seleccionan dos puntos de cualquiera de los 
lados de la recta que serán investigados, por 
ejemplo, (O, O) y (-5, 0), se tiene 


(O, 0): 2(0)-0+4=4 > 0 
(-5, 0): 2(-5)-0 + 4 =-10+4=-6<0 


Así que (O, O) no pertenece a la gráfica, pero (-5, 
0) sí. Todos los puntos del mismo lado en que 
está (-5, 0), pertenecen a la gráfica. 


Como ningún punto de la recta puede estar en la 
gráfica, se tiene que la gráfica es la región 
sombreada de la figura 4.2 en la que la recta está 
punteada para indicar que no es parte de la 
gráfica 


Ejemplo: Grafique la desigualdad lineal 
2x-y+4<0 

La ecuación lineal correspondiente es la recta 
2x-y+4=0 


Vea la gráfica de la recta en la figura: 


Si sé seleccionan dos puntos de cualquiera de 
los lados de la recta que serán investigados, por | : : Y ¿o 01 coo do 
ejemplo, (O, 0) y (-5, 0), se tiene 


(O, 0): 2(0)0+4=4 > 0 

(-5, 0): 2-5) 0+4=-10+4=6<0 
Así que (0, O) no pertenece a la gráfica, 
pero (-5, O) sí. Todos los puntos del 


mismo lado en que está (-5, 0), 
pertenecen a la gráfica. 


Como ningún punto de la recta puede 
estar en la gráfica (¿por qué?), se tiene 
que la gráfica es la región sombreada 
de la figura, en la que la recta está 
punteada para indicar que no es parte 
de la gráfica. 


El conjunto de puntos que pertenecen 
a la gráfica de una desigualdad lineal, 
generalmente "se denomina un 
semiplano 


2x-y+4<0 


Ejemplo: Una firma fabrica dos productos, X e Y. Cada unidad del artículo X producida requiere 
dos horas de trabajo en una taladradora, y cada unidad del artículo Y, cinco horas de trabajo en 
una taladradora. La firma tiene un máximo de 40 horas de trabajo para la taladradora obtenible 
en la semana. Si la sola limitación en la producción semanal es la posibilidad de obtención de 
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horas de taladradora, grafíquese la relación que muestra las combinaciones de los dos productos 
que la firma es capaz de producir semanalmente. 


Solución. Sea x el número de unidades del artículo X producidas semanalmente, y sea y el 
número de unidades del producto Y que semanalmente se producen. Como cada unidad 
producida del artículo X requiere dos horas de trabajo en una taladradora, el producto 2x repre- 
sentará el número de horas de taladradora necesarias para producir x unidades y, 
análogamente, by será el número de horas de trabajo en taladradora requeridos para producir y 
unidades. Como el número total de horas destinadas a la producción de ambos productos no 
puede exceder a 40, podemos escribir: 


2x +by<40 


Graficamos 2x + 5y = 40 y la solución grafica de la desigualdad 


A A A A O 


anooheacol 


Número de unidades de Y 
producidas semanalmente 


A 


12 34 3 6 7 3 9 10 1112 13 14 15 16 
Número de unidades de X producidas semanalmente o 


El conjunto solución para la desigualdad se define como sigue: 


á Si sólo se pueden producir unidades enteras, entonces el conjunto solución será el 
conjunto de todos los pares ordenados (x, y), donde x e y son enteros no negativos e y < 
(40 - 2x) /5. La gráfica será, entonces, un conjunto de puntos en o debajo de la recta 
definida por 2x + by = 40 cuyas coordenadas sean enteras, por ejemplo, (4,2), (8,2), etc. 


2, Si podemos incluir partes de unidades, entonces el conjunto solución contendrá todos los 
pares ordenados (x, y) tales que x e y sean números racionales y y < (40 - 2x) /5. La gráfica 
será, entonces, el conjunto de puntos en o debajo de la recta cuyas coordenadas sean 
números racionales, por ejemplo, (8,1.5), etc. 


ds Si deseamos una curva lisa, entonces el conjunto solución incluirá todos los pares 
ordenados (x, y) tales que x e y son números reales e y < (40 - 2x) /5. La gráfica será el 
conjunto de todos los puntos en y debajo de la recta 5y + 2x = 40. En ningún caso podrán 
considerarse valores negativos de x o de y. 


29.6 Desigualdades lineales simultáneas 


Al resolver desigualdades lineales simultáneas, debemos tener presente que lo que estamos 
buscando es la intersección de los conjuntos solución de un sistema de dos o más 
desigualdades. Esto puede lograrse con la máxima facilidad graficando las desigualdades y 
observando la intersección de sus gráficas. Si la intersección es vacía no hay soluciones simul- 
táneas. 


Ejemplo: Resuélvase, graficando, el sistema de desigualdades lineales 
2x-y+4<0 
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x+y+1>0 

Solución. Primero despejamos y en cada una de las desigualdades para obtener 
y > 2x +4 
y2x-1 


Luego graficamos la recta y = 2x +4 para obtener el conjunto solución de la desigualdad 2x - y + 
4<0. 


2x-y+4<0 EPELO 


Después graficamos la recta y = -x -1 para 
obtener la solución grafica de la desigualdad y 
2-Xx- 1. 


Para encontrar la solución del sistema unimos 
las dos graficas en un mismo sistema de 
coordenadas. La solución se encuentra en la 
intersección de los dos conjuntos solución 
como se muestra en la figura: 


Ejemplo: Resuélvase, graficando, el sistema de desigualdades lineales 


2x+2y<4 
xy<0 
Solución. Primero despejamos y en las desigualdades, para obtener: 
y<2 71 
y 
y» 


Después graficamos la recta y = 2 -(1/2)x y debajo de esta recta dibujamos la solución de la 
desigualdad y < 2 - (1/2)x, vea su figura. Después graficamos en el mismo eje de coordenadas 
la recta y = x y sobre esta recta dibujamos la solución de la desigualdad y > x. La intersección de 
las dos soluciones representa la solución del sistema de desigualdades, ver la figura solución. 
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2x+2y<4 Solución 


Ejemplo: Una firma está planeando la producción para la semana siguiente. Está haciendo dos, 
productos, X y Y, cada uno de los cuales requiere cierto número de horas en fundición, 
maquinación y acabado de acuerdo a lo que se muestra en el cuadro. Durante la semana que 
se está planeando, el número de horas de que se va a disponer en cada una de las áreas en 
cuestión es el siguiente: 


Fundición, 110 
Maquinación, 150 
Acabado, 60 


Fundición Maquinación 
3 


6 


Grafíquese el sistema de desigualdades lineales que muestra las cantidades de X y Y que pueden 
ser producidas. 


Solución. Como los productos X e Y requieren, cada uno, seis horas de trabajo de fundición por 
cada unidad producida, y como hay 110 horas disponibles para tal trabajo, la cantidad total del 
tiempo de trabajo de fundición que se utiliza debe satisfacer la relación 


6x +6y < 110 


Dónde x representa el número de unidades del producto X procesadas e y el número de unidades 
del producto Y. Análogamente, las relaciones pertenecientes a la capacidad de maquinación y 
acabado son, respectivamente, 


3x + 6y < 150 
Ax + 2y<60 


Aparte de las tres limitaciones a la producción arriba indicadas, hay dos condiciones adiciónales 
que cualquier combinación de producciones debe satisfacer. 
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Esto es, la producción no puede ser 
negativa. La parte sombreada de la figura 
muestra todas las combinaciones de 40 
producción que satisfacen todas las 
restricciones. Obsérvese que en este 
problema la capacidad de maquinación 
no es, en realidad, ningún tipo de 
restricción; es decir, cualquier 
combinación de producción que satisface 
las otras dos limitaciones satisfará 
también la capacidad de maquinación. 


ww 
o 


Niíummero de unidades de Y 


10 20 30 40 
Número de unidades de X 


Ejemplo: El alimento para un animal ha de ser una mezcla de dos productos alimenticios, cada 
unidad de los cuales contiene proteína, grasas, y carbohidratos en el número de gramos que se 
da en el cuadró siguiente: 


Cada bolsa de la mezcla resultante tiene que contener cuando menos 40 gramos de proteínas, 
1.8 gramos de grasas, y 120 gramos de carbohidratos. Grafíquese el sistema de desigualdades 
que muestra las mezclas que satisfacen estos requisitos. 


Solución. Como cada unidad del producto alimenticio | contiene 10 gramos de proteínas y cada 
unidad del producto Il contiene 5 gramos de proteínas, y como cada bolsa de la mezcla debe 
contener al menos 40 gramos de proteínas, una desigualdad que debe satisfacerse es: 


10x + by 240 


Donde x representa el número de 
unidades del producto alimenticio | y y el 


roducto II 


8 
número de unidades del producto 6 
alimenticio llen la mezcla. Análogamente, +% 
las otras desigualdades relevantes son E 
0.Ix + 0.9y > 1.8 para grasas E 
1Ox + 30y >120 para carbohidratos 3 


Núsiero de saidadas del pedida I ye 


Solución 


Tenemos también, como en el ejemplo precedente, la limitación de la no negatividad 
x20 y>0 
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La figura solución nos muestra las mezclas que satisfacen estos requisitos. 
Ejemplo: Grafique el sistema 

2x-y+4<0 

xX+Fy+120 
Las rectas que corresponden a cada una de las ecuaciones lineales son 

y= 2x+4 
=-x-1 

En la figura izquierda se muestran las gráficas de las dos rectas. 


Ahora, si graficamos separadamente cada desigualdad lineal y encontramos la intersección de 
los dos semiplanos resultantes, se tendrá la solución del sistema. En esta forma se obtiene la 


solución: 


Solución 


La solución está representada por la región cuadriculada. El hecho de que una de las rectas esté 
punteada indica que los puntos que pertenecen a la recta no forman parte de la solución. La 
recta que tiene dibujados todos sus puntos sí se incluye en la solución. 


Se debe señalar que la región cuadriculada representa únicamente la intersección de los 


conjuntos A= (Ge, y)|y>2x+4) ñ B= (G, y)ly 2 =x-1) 


Sin embargo, generalmente resulta más fácil expresar la solución gráficamente que intentar 
darla como un solo conjunto. En este caso no necesitamos escribir la solución como un solo 
conjunto. 


Ejemplo: Grafique el siguiente sistema de desigualdades lineales 
3x + 4y -12< O 
x-y+2>0; x20; y20 


Lo primero que hacernos es despejar la variable adecuada en cada una de las desigualdades 
para obtener lo siguiente: 
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La figura representa las gráficas de las rectas. Nótese que x = O, e y = O corresponden al eje y y 
al eje x respectivamente. 


Solución 


La gráfica del sistema del ejemplo será la intersección de las cuatro regiones determinadas por 
cada una de las cuatro desigualdades. La región sombreada de la figura solución representa la 
gráfica del sistema del ejemplo. 


29.7 INECUACIONES CUADRÁTICAS 


Una inecuación cuadrática es una expresión de desigualdad que se soluciona como ecuación 
cuadrática. 


LAS DESIGUALDADES CUADRÁTICAS 


Son desigualdades de segundo grado, son el ejemplo más simple de desigualdades no lineales, 
porque la potencia máxima de la variable está elevada al cuadrado. Son desigualdades o 
inecuaciones cuadráticas las que presentan, o se pueden reducir a, las formas siguientes: 


ax +bx+c 0, a+ t+o<0O, axt+óx+o2 0, arto toLoO, fa,b,cjeR, a>0 


En donde %-? y C son constantes con 440. Para resolver una desigualdad cuadrática, debemos 
encontrar las equis? (Y s) que la satisfagan, esto se logra escribiendo al lado izquierdo el 
producto de dos expresiones lineales, esto es, factorizando y examinando el signo de los factores 
en los intervalos definidos por las raíces de los factores. 


1 A los valores que satisfacen una expresión cuadrática, se le denominan raíces de la 
ecuación, pero en las inecuaciones cuadráticas, se denominarán “puntos de 
separación, o puntos o números críticos” (valores críticos). 


-———— 
2 [408 |< 
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Cuando se plantean desigualdades que implican valores elevados al cuadrado, generalmente se 
resuelven factorizando y dividiendo el eje numérico real en los puntos hallados en la 
factorización, para encontrar luego los intervalos en que se cumplen la desigualdad. 


Sin embargo, no podemos encontrar ecuaciones que son tan fáciles de factorizar, por lo cual en 
E -b+xb? -4ac 


estos casos, lo que aplica es usar la fórmula cuadrática general?: 2a 


RESOLVER UNA DESIGUALDAD CUADRÁTICA 


Resolver una desigualdad cuadrática, es hallar el conjunto de los valores reales de las incógnitas 
que la verifican, o satisfagan, es decir, los valores que hacen que se cumpla la desigualdad?. 
Para esto se debe dejar en el lado derecho de la desigualdad, el valor de O, si es que no está; 
después de esto se debe factorizar la expresión del lado izquierdo (si no se puede factorizar 
directamente, se puede utilizar la fórmula general). Una vez factorizada la expresión del lado 


izquierdo, podemos tener las siguientes situaciones donde (x+R,)(—R,) son los factores. 


2 2 
a) Si la desigualdad es ax +bx+c>0 (o del tipo: ax +bx+c2 UN Es decir, si la desigualdad 


es del tipo "mayor que", ambos factores deben ser positivos o ambos negativos, para que al 
multiplicarlos dé una cantidad positiva. Es decir: (e + RM +R,)>0. 


si l*+R,))>0 y (e+R,)>0] Ó [(++R,)<0 y (2+R,)<0] 


A A 
b) Si la desigualdad es ax +bx+c<0 (o del tipo: ax +bx+cS UN Es decir, si la desigualdad 


es del tipo "menor que", ambos factores deben ser de signo contrario, o sea uno negativo y otro 
positivo. Es decir; (Y + Rx +R,)<0 


si l*+R,)<0 y («+R,)>0] ó [(++R,)>0 y (x+R,)<0] 


LOS PUNTOS CRÍTICOS O VALORES CRÍTICOS 


Una vez factorizada la ecuación cuadrática, para encontrar el conjunto solución es conveniente 
evaluar la función en diferentes intervalos numéricos limitados por puntos críticos. 


Los puntos críticos o los valores críticos son los valores que hacen cero la desigualdad, es decir, 
son las raíces, son los valores numéricos que se obtienen al igualar cada factor a cero. Por 


ejemplo: sean los factores: (e + 5)(—9)<0 Entonces: los puntos críticos serán: — > y 9 


Porque: *+3=0  x-9=0 


x=-—5 x=9 


La resolución de desigualdades de orden superior es similar a la de ecuaciones de orden superior: siempre se debe 
despejar la expresión a cero. Si f(x) > 0, entonces el interés es en los valores de x. que generarán un producto y/o 


2 Esta ecuación se obtiene después de haber completado el cuadrado de la ecuación 


. 2 2 hue 
general de segundo grado, es decir, en la ecuación: ax" +bx+c=0 También se le 
conoce como “fórmula general de la ecuación cuadrática”. 


3 Se requiere de la aplicación de los métodos de solución de ecuaciones cuadráticas, y 
de los casos de factorización. 
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cociente de factores positivo, mientras que si f(x) < 0, se deseará encontrar los valores de x. que generarán un 
producto y/o cociente que es negativo. 


Sif(x) es una expresión de segundo grado sólo se tienen dos factores a considerar y se puede hacer esto analizando 
diferentes casos con base en los signos posibles de los dos factores que producirán el signo deseado para la expresión. 
Cuando el número de factores en f(x) aumenta en uno, el número de casos a considerar se duplica. Por ende, para 
una expresión con dos factores, extsten cuatro casos, con 3 factores, 8 y con 4 factores, 16. En cada instancia, la 
mitad de los casos producirá una expresión positiva y la otra mitad, una negativa. 


Por lo tanto, este procedimiento de casos se convierte extremadamente largo muy rápidamente. Un procedimiento 
alterno al método del caso es el diagrama de signos. 


EJEMPLO: Resuelva la desigualdad x? + 15 < 8x, 


Pasando todos los términos al lado izquierdo, la desigualdad se transforma en x? - 8x, + 15 <0 y si hallamos sus 
raíces, es equivalente a (X- 3 - 5)< 0 y es verdadera cuando el producto de (x— 3) y (x— 5) es negativo, los cuales 
ocurren en 2 casos, cuando son +- y - +, es decir, x-3 es positivo y x.-5 es negativo y el otro caso, cuando x-3 es 
negativo y x.-5 es positivo. Es decir, caso 1: x- 3>0 y x.- 3<0, despejando x, queda x>3 y x<5 y el intervalo queda: 
(3, 5). Considerando el caso 2: x— 3<0 y x— 5>0, despejando x, queda x<3 y x>5 y el intervalo queda vacío o nulo. 
La única solución es (3, 5). 


Otro método: Los valores críticos del producto son los que hacen a estos factores 0, ya que representan dónde el 
producto puede cambiar de signo. Los valores críticos de x, 3 y 5 se colocan en una recta numérica y se dividen en 
tres intervalos. Es necesario encontrar el signo del producto de x- 3 y x- 5 en cada uno de estos intervalos para 
encontrar la solución. Las líneas verticales se dibujan en cada valor crítico. La línea punteada indica que el valor 
crítico no está en la solución y una línea continua indica que el valor crítico se encuentra en la solución. 


Los signos que están arriba de la recta numérica son de los factores y es posible encontrarlos seleccionando un 
valor arbitrario en el intervalo, como valor de prueba, y determinando si cada factor es positivo o negativo para 
dicho valor. Para el intervalo a la izquierda de 3, se selecciona el valor de prueba 1 y se sustituye en x.- 3, entonces 
se observa que el valor es - 2, por lo que se registra un signo -, y para x.- 5 el valor es - 4 y de nuevo se registra un 
signo -. Para el intervalo entre 3 y 5 se selecciona cualquier valor, como por ejemplo 3.5 y se determina que x- 3 y 
X.- 3 son positivos. 


El signo para el problema escrito debajo de la línea para cada intervalo está determinado por los signos de los 
factores en ese intervalo. Si un número par de factores en un producto o cociente son negativos, el producto o 
cociente es positivo. Si un número impar de factores son negativos, el producto o cociente es negativo. 


x-3 — 
x-5 - 


+++ 


Problema + | 
Se seleccionan los intervalos que satisfacen el problema (x. - 3YX. - 5) <0, por lo que se seleccionan los intervalos 
que den negativos en la gráfica de signos anterior. En el intervalo entre 3 y 5 el problema es negativo, por lo que 
la solución es el intervalo (3, 5). Los paréntesis significan que el 3 y el 5 no están incluidos en el intervalo, y esto 
es de esperarse, ya que las líneas de frontera son discontinuas. Si éstas hubieran formado parte de la solución, se 
hubieran utilizado un corchete en lugar de paréntesis al final del intervalo junto al 3. 


La solución de x? + 15 < 8x es el intervalo (3, 5) 


ALGUNAS RECOMENDACIONES PARA RESOLVER DESIGUALDADES 
CUADRÁTICAS 


Las desigualdades cuadráticas son desigualdades en donde la variable tiene como mayor 
exponente al número dos; y para resolverlas, podemos seguir las siguientes recomendaciones: 
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1. Se trasladan todos los términos, al miembro de la izquierda, y se deja cero en el miembro 
de la derecha*. Esto significa que la desigualdad se debe escribir en su forma canónica: 


2 2 
ax +bx+c>0 ¿ax +bx+c<0 63) 


2. Se debe factorizar el miembro izquierdo. Si resulta difícil factorizar se puede aplicar la 
fórmula general de la ecuación cuadrática o ecuación de segundo grado. En caso de que 
no se pueda resolver, entonces la solución es trivial: R ó 4. 


3. Halle los números o valores críticos, éstos números se encuentran igualando a cero, cada 
factor. Luego coloque esos valores en la recta real. 


Escriba los intervalos que se obtienen al ubicar los números críticos en la recta real. 
5. Tomar valores de pruebas, y evaluar los factores con los valores de pruebas. 


6. Luego escribir la solución, considerando sólo los intervalos donde se satisface la 
desigualdad, tomando en cuenta el signo de la desigualdad. 


Otro método que resulta más sencillo5, es el siguiente: 
Después del cuarto paso, se procede así: 


5. Confeccionar una tabla que contenga 5 columnas y cuatro filas. En la primera columna 
debe ir los intervalos, en la segunda; los valores de pruebas, en la tercera: el signo del 
primer factor, en la cuarta columna, el signo del segundo factor y por último debe ir el 
signo de la multiplicación de los signos de ambos factores. 


6. La respuesta se obtiene seleccionando el intervalo o la unión de intervalos que satisfacen 
la desigualdad, considerando el signo que se obtiene en la última columna de la tabla. Si 
la desigualdad es mayor que cero el signo que se selecciona es “+”, si es menor que cero, 


es el signo *-*. 
PROBLEMAS RESUELTOS DE DESIGUALDADES CUADRÁTICAS 
2 
Ejemplo: Resolver la desigualdad: Y -12<x 
2 
Solución: Observe que el trinomio es de la forma: x"+bx+c 
x* -12<x 
x?* -12-x<0 
x -x-12<0 
(x — 4)lx + 3)<0 
Buscando, los puntos críticos: * — 4=0 ; x+3=0 
x=4 x=-=3 


4 En una desigualdad un término cualquiera puede pasar de un miembro al otro 
cambiándole el signo. 


5 Es tan fácil, porque se trata de un análisis de los signos, utilizando los valores de 
pruebas, en los intervalos encontrados. Además, de que se trata de una tabulación, 
y aparece en la gran mayoría de los libros de Cálculo. 
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Los puntos críticos son: — 3 y % 
Eo-3 (3,4% Gro) 
a 1 4 5 
INTERVALO | VALOR DE ¡SIGNO DE +74 | SIGNO DE | SIGNO DE 
PRUEBA x+3 («— 4)(x +3) 
=o,-3) |-4 - - + 
E3, 4) 1 - + 
S 
(4, +00) 5 + + + 
S =(-3,4) 
L£K—— rra >> IR 
-3 4 
a) 
Ejemplo: Resolver la desigualdad: 
2 
Solución: Observe que el trinomio es de la forma: xo +bx+c 
e 
PFajodlsd 
(x +2) (x-1)>0 
Buscando, los puntos críticos: *+2=0.5 x=1=0 
x=-2 x=1 
Los puntos críticos son: — 2 y 1 
Co-) (2) fro). 
¡q___(— ——— _— —  — 
3-2 o 1 2 
INTERVALO | VALOR DE [signo DE *+2 [SIGNO DE | SIGNO DE 
PRUEBA x-1 (x+2)(<—1) 
0-2) |-3 : , O 
E2,1) 0) + - - 


SS =(=0,-2)u(L +00) 


R 
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Ejemplo: Resolver la desigualdad: (x-4)(x+1)>0 
Solución: Observe que el problema ya está factorizado. Entonces, busquemos los puntos críticos: 
x-4=0 ; x+1=0 


x=4 a] 
Los puntos críticos son: — ly 4 
Eo-1]  [-1 4] [4,+00) 
q A UA 
=2 1 3 4 7 
INTERVALO | VALOR DE | SIGNO DE + 4 | SIGNO DE | sIGNO DE (x — 4)(x +1) 
PRUEBA x+1 
Eo-Y  |-2 > Ñ O 
[-1, 4] 3 a - > 


1 S =(=0,-1]u [4, +00) 


-1 4 


2 
Ejemplo: Resolver la desigualdad: x">7x-10 


3 
Solución: Observe que el trinomio es de la forma: x+bx+C 


x-7x+10>0 
(«2 l(1=3)20 
Buscando, los puntos críticos: * — 2=0 3 x-5=0 


Los puntos críticos son: 2 y 5 


INTERVALO | VALOR SIGNO DE | SIGNO DE (x —2)(x—5) 
x-—5 


(=oo, 2) S 
(2,5) - 
(5, +00) S 
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S =(=0,2)u (5, +00) 


A y € IS 
2 5 


2 
Ejemplo: Resolver la desigualdad: 3x" +10x28 


2 y 
a , => 
Solución: Observe que el trinomio es de la forma: ax" +bx+c ya que queda: 31" +10x-820 


Aplicaremos el método de aspa simple: 


Los factores de 3x? son: 3% * * y los factores de 8 son: 18 y 2:4 
Hay varias posibles combinaciones, pero se busca la que la satisface: 
3x x =3Y 
3x 4 = 12x A 
AS 4 EE: 
sá 22 = -2x 12x - Lx 
10x e Ne 


3x? + 10% -8= (3 +4)(3x 2) 


Los factores se obtienen en cruz: (+ +4)68x=2) Entonces: 
Por lo tanto: 
3x? +10x-8>0 
(x+4)(Bx -2)>0 


Buscando, los puntos críticos: 


x+4=0 ; 3x-2=0 
x=-4 3x=2 
q=E 
2 
—4 y ; 


Los puntos críticos son: 


INTERVAL | VALOR DE | SIGNO DE * +4 | SIGNO DE | signo pe («+ 4)6x-2) 
0 PRUEBA 3x=2 
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: S =(-o0, -4lu 2, +00) 


4x” +9x-9>0 


Ejemplo: Resolver la desigualdad: 


2 2 
Solución: Observe que el trinomio es de la forma: ax” +bx+c ya que es: 4 +9x-9>0 


Luego, factorizando tendremos: 
4x? +9x-9>0 
(x +3) (4x -3)>0 


Buscando, los puntos críticos: * + 320 y F=3S3D 


3 
Los puntos críticos son: de za 


Co-3), (3,9 Gt 
-4 2-3 =8 z 1 
INTERVAL | VALOR DE | SIGNO DE * +3 | SIGNO DE | SIGNO DE 
0 PRUEBA 4x3 (x + 3)(4x — 3) 
Eo-3) | -4 - - O 


2 
Ejemplo: Resolver la desigualdad: * Y 6 


2 
Solución: Observe que el trinomio es de la forma: 1 +bx+c 


eos 
x-x-6<0 
(x — 3)(x + 2)<0 
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Buscando, los puntos críticos: * — 3=0 ; x1+2=0 


x=3 x=-2 


Los puntos críticos son: — 2 y 3 


Eo-29 (2,3 6, +0) 


R 
=3 =2 1 3 4 
INTERVAL | VALOR DE | SIGNO DE + 7-3 | SIGNO DE + + 2 | SIGNO DE 
O PRUEBA (x — 3)(: + 2) 


S =(-2, 3) 


<K—— rre "y [RR 
=2 3 


2x7 +5x-3<0 


Ejemplo: Resolver la desigualdad: 


2 
Solución: Observe que el trinomio es de la forma: ax +bx+c Podemos resolverlo por dos 


métodos distintos: 


1) Aplicando el método de aspa simple: Los factores de 2x” son: 2* 


* *X y los factores de —3 
son: 1:73 6 3:—1 Luego, como hay varias posibles combinaciones, pero se busca la que la 


satisfaga el trinomio: 


2x Xx = 2x? 
2x 3 =  6x A 
y. 3 1 =-3 
dl A EA 0%. = X 
Sx 6 E 


2? +52 3 =(% +3)(2x -1) 


Los factores se obtienen en cruz: (x AF 3)2x E 1) Entonces: Por lo 


tanto: 


2x? +5x-3<0 
(x+3)(2x -1)<0 


Buscando, los puntos críticos: 
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x+3=0 ; 2x-1=0 
x=-3 Za=l 
1 
e e al, A e y rol 
2 => Los puntos críticos son: 2 
 Eo-3 (3, 1) Q, +00) iS 
— - 0 
4 E 4 1 
INTERVAL | VALOR DE | SIGNO DE + +3 | SIGNO DE | SIGNO DE 
0) PRUEBA 2x —1 (x + 3)Qx —1) 


S=(-3,1) 
A A y IR 
-3 1 
2 
=b + .[? -4ac 
x= : 
2) Aplicando la fórmula general de la ecuación cuadrática: 24 En donde, según 
2 
el trinomio: 21 +3x-3<0 los valores son: Y 2. p=3 ye 23 
bi. [b?-4ac -5+.[57-4(2)E3) -5+,25+2 -5+/49 -5+7 
2a 2(2) 4 4 4 
AT a a E 
X; = P—4 == Z 4 4 
Entonces: Si 4 2 y 
2x* +5x-3<0 


De tal forma que: 


La 453.0 
(x — D(x+ 3)<0 
Como la desigualdad tiene signo “<” (menor que), entonces habrá dos posibilidades: 


(O Que el primer factor sea positivo y el segundo sea negativo, 


= Li 
Es decir que: S 3)>0 y (r+3)<0 


Matemáticas para Genios ReprobadosO) AntúnezBook Tomo | 


O A A EOOSDREÓEOSDSR A  _ _ _ _____________ RR _——É €  e——eQ—e—<QQeQQ—c$$£$£€£$ As 


x<-3 


sl 0 o) O ON 
De tal manera que: 2 y , que en intervalos es: E ) y Eo, 3) respectivamente, 


y gráficamente es: 


Lo que significa que: - %, AN, 


Y Que el primer factor sea negativo y el segundo sea positivo, 


= 1 
Es decir que: ( :)<0 y (++3)>0 


eL _ +! 
De tal manera que: *%2 y *>=3, que en intervalos será: ) y E3,+00), 
respectivamente, y gráficamente es: 
¿K—— rre IR 
=3 


co, (23, +00)=(=3, 5) 


Lo que significa que: E dE 


De las dos posibilidades sólo la segunda existe, por lo tanto la solución es: 


. S=(53,3) 
Y la representación gráfica de la solución es: 
A¿<K——— rre >> IR 
-3 


29.8 Solución Gráfica a Problemas de Programación Lineal. 


Un problema de programación lineal en dos variables se puede representar y resolver 
gráficamente. A continuación se ilustrará la naturaleza general de los problemas de programa- 
ción lineal. 


Un problema del tipo mencionado tiene dos clases de expresiones: 
(1) Una función lineal por maximizar o minimizar llamada función objetivo. 


(2) Un conjunto de desigualdades lineales que deben satisfacerse simultáneamente llamadas 
restricciones estructurales. 


El procedimiento para resolver un problema de programación lineal es el siguiente: 
1. Encontrar una expresión para la función objetivo que se va a maximizar o a minimizar. 


2. Hacer una lista de todas las restricciones (desigualdades). 


3. Graficar las restricciones para encontrar el polígono de soluciones. 
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4. Comparar las pendientes de la función objetivo con las de las restricciones. Si la 
pendiente de la función objetivo es distinta a las de las restricciones, la solución es única, 
en caso contrario hay muchas soluciones. 


5. Encontrar los vértices del polígono formado por las restricciones 
6. Determinar el valor de la función objetivo en cada vértice. 


Problema 1. Una empresa productora de alimentos para animales necesita proporcionar como 
parte integrante de su producto tres vitaminas diferentes con requisitos mínimos que debe 
cumplir. Las vitaminas se pueden obtener en diferentes cantidades de la materia prima A, que 
cuesta $ 9.00 el Kg. Igualmente se pueden obtener de la materia prima B, que cuesta $ 7.00 el 
Kg. Ahora bien, la materia prima A contiene 15 unidades de la vitamina 1, 20 unidades de la 
vitamina 2 y 15 unidades de la vitamina 3. La materia prima B contiene 10 unidades de la 
vitamina 1, 5 unidades de la vitamina 2 y 25 unidades de la vitamina 3. Las necesidades 
mínimas que debe cumplir el producto terminado son 60 unidades de la vitamina 1, 40 unidades 
de la vitamina 2 y 75 unidades de la vitamina 3. 


Si se desea determinar la combinación ideal de materias primas para minimizar los costos de 
producción, determine lo siguiente: 


1. El planteamiento algebraico de las restricciones. 

2. La ecuación del costo de producción que se trata de minimizar. 

3. El nivel óptimo de utilización de las materias primas A y B. 

4. El costo mínimo posible, utilizando la combinación óptima de las materias primas. 


Solución: Como primer paso, organicemos la información en una tabla. 


Materia Prima 
A B Necesidades 
mínimas 
Vitamina 1 15 10 60 
Vitamina 2 20 o 40 
Vitamina 3 15 2 TS 
Costos por Kg. | $9.00 $7.00 Costo $? 


Ahora asignamos nombres a las variables controlables. 


Representemos por x la cantidad de kg que contendrá el producto terminado de la materia prima 
A y por y la cantidad de kg que contendrá el producto terminado de la materia prima A 


El segundo paso consiste en plantear las restricciones que en este caso sí aceptan un exceso 
pero nunca una deficiencia en las vitaminas. Lo haremos de la siguiente forma. 


Como cada kg de la materia prima contiene 15 unidades de la vitamina 1 y cada kg de la materia 
prima B contiene 10 unidades de la vitamina1, entonces 15x + 10y representa el total de 
vitamina 1 que contendrá el producto terminado, y puesto que el producto terminado debe de 
contener un mínimo de 60 unidades de la vitamina 1 entonces una desigualdad que debe de 


satisfacerse es: 15x +10y 2 60 


Continuando así tenemos las siguientes restricciones: 


Restricciones. 
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Vitamina 1: 15x+10y > 60 
Vitamina 2: 20x+5y > 40 
Vitamina 3: 15x+25y>75 


Donde los valores de x y y deben ser positivos o igual a cero, es decir, 
x>0 y y2 0 
Ahora puesto que cada kg de la materia prima A cuesta $9.00 y el de B $7.00 entonces el costo 
del producto terminado es 9x + 7y. y así tenemos que la función objetivo a minimizar es: 
C=9x+ 7y 


El paso siguiente es encontrar la solución grafica de las desigualdades. Para esto, se despeja el 
valor de y en cada desigualdad. 


só =5 

2 pendiente = -3/2 
JAR pendiente = -4 
y23-—x 


5 pendiente = -3/5. 


Obsérvese que la pendiente de la función 
objetivo, que es -9/7 es distinta a la 
pendiente de todas las restricciones, lo 
que nos indica que la solución es única. 


00 


A 
A continuación se muestra la gráfica de EN 
las restricciones, o sea, el polígono de 7] 
soluciones. Puesto que hay una única = 
solución, ésta dada por uno de los Ss 


vértices del polígono de soluciones. Así, el 
siguiente paso es encontrar los vértices 
del polígono de soluciones. Dos de ellos 
son obvios, y estos son los puntos (0, 8) y 
(5, O). Los otros son las intersecciones 
entre las rectas. 


(1) y = 8- 4x, y, y = 6- (3/2)x, y 
(2) y = 6 - (3/2)x con y = 3 - (3/5)x. 


Resolviendo los dos sistemas de ecuaciones, encontramos que la intersección entre las rectas 
(1) es el punto (4/5, 24/5) y el de (2) es el punto (30/09, 1). 


Así los vértices del polígono de soluciones son: (O, 8), (5, 0), (4/5, 24/5) y (30/9, 1). Para 
encontrar la solución óptima reemplazamos estos puntos en la función objetivo C = 9x + 7y. 


Para (0, 8), C= 9(0) + 7(8) = 56 

Para (5, 0), C= 9(5) + 7(0) = 45 

Para (4/5, 24/5), C = 9(4/5) + 7(24/5) = 40.8 
Para (30/9, 1), C = 930/9) + 7(1) = 37 
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De esta manera encontramos que el costo mínimo es $37.00 y se obtiene con la siguiente 
proporción: 


Materia prima A = 30/9 = 3.3 Kg. 
Materia prima B = 1 Kg. 


Problema 2. El alimento para un animal ha de ser una mezcla de dos productos alimenticios, 
cada unidad de los cuales contiene proteína, grasas, y carbohidratos en el número de gramos 
que se da en el cuadro siguiente: 


Producto alimenticio 
1 2 
Proteínas 10 5 
Grasas OL 0.9 
Carbohidratos | 10 30 


Cada bolsa de la mezcla resultante tiene que contener cuando menos 40 gramos de proteínas, 
1.8 gramos de grasas, y 120 gramos de carbohidratos. Suponiendo que cada unidad del 
producto alimenticio 1 cueste 60 centavos y que cada unidad del producto alimenticio 2 cueste 
40 centavos, ¿cuál es la mezcla óptima? 


Solución. Como cada unidad del producto alimenticio 1 contiene 10 gramos de proteínas y cada 
unidad del producto 2 contiene 5 gramos de proteínas, y como cada bolsa de la mezcla debe 
contener al menos 40 gramos de proteínas, una desigualdad que debe satisfacerse es 


10x+5y > 40 


Donde x representa el número de unidades del producto alimenticio 1 y y el número de unidades 
del producto alimenticio 2 en la mezcla. Análogamente, las otras desigualdades relevantes son 


0.1x+0.9y >1.8 
10x +30y > 120 
También tenemos como en el ejemplo anterior, la limitación de la no negatividad 
> 
x> 0 y y2 0 


Puesto que cada unidad del producto 1 cuesta 60 centavos y cada unidad del producto 2 cuesta 
40 centavos entonces la función objetivo a minimizar está definida por 


C = 0.6x + 0.4y 


El siguiente paso es graficar las desigualdades 
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La grafica muestra el polígono de 
soluciones. Puesto que las pendientes de 
las restricciones (-2, -1/9, -1/3) son 
distintas a la de la función objetivo la 
solución es única y está dada por uno de 
los vértices del polígono de soluciones. 
Dos de los vértices son los puntos de 
intersección con los ejes coordenados (0, 
8) y (18, 0) y los otros están dados por la 
intersección de los siguientes pares de 
rectas 


(Dy == 2LHVYDX, Y y=4-(1/3x 
(2) y =4-(1/3X, y, y=8-2x 


co 


roducto 1 
hm 


Número de unidades del 


2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 
Número de unidades del producto 1 


La solución de (1) es el punto (9, 1) y el de (2) (2.4, 3.2). Para encontrar la mínima reemplazamos 
estos puntos en la función objetivo 


(0, 8), C = 0.6(0) -0.4(8) = 3.2 
(2.4, 3.2), C=0.6(2.4) + 0.4(3.2) = 2.72 
(9, 1), C= 0.6(9) + 0.4(1) = 5.8 


Así encontramos que la solución óptima es 2.4 Kg. del producto 1 y 3.2 Kg. del producto 2 y el 
menor de los costos es de $2.72. 


Problema 3. Una dulcería tiene 75 libras de nueces y 120 libras de cacahuates que se van a 
empacar mezclados en paquetes de 1 libra en la siguiente forma: una mezcla que contiene 4 
onzas de nueces y 12 onzas de cacahuates y otra mezcla que contiene 8 onzas de nueces y 8 
onzas de cacahuates. En la primera mezcla se obtiene una ganancia de $ 0.25 por paquete y en 
la segunda se logra una ganancia de $ 0.45 por paquete. ¿Cuántos paquetes de cada mezcla se 
deben hacer para obtener la ganancia máxima? 


Primero observamos que hay dos variables. Sean 
x =número de paquetes de la primera mezcla 
y = número de paquetes de la segunda mezcla 
La ganancia P está dada por la función lineal: 
P = ($0.25)x + ($0.45) y 
Las restricciones sobre x e y son: 
x20, y20 


Pues x e y representan el número de paquetes y no tiene sentido que estas cantidades sean 
negativas. También existe un límite para el número de libras de nueces y cacahuates disponibles: 
el número total de libras de nueces no puede exceder a 75 libras (1200 onzas) y el número de 
libras de cacahuates no puede exceder a 120 libras (1920 onzas). Esto significa que 


Ax + 8y > 1200 


12x + 8y > 1920 
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El problema de programación lineal consiste en maximizar la función objetivo (ganancia). 


P = $0.25x + $0.45y (3.1) 
Sujeta a las condiciones: 
x + 2y < 300, 3x + 2y < 480, x>_0, y20 (3.2) 


Ahora sólo necesitamos resolver cada par de ecuaciones lineales de (3.2) para encontrar sus 
puntos de intersección, pues sabemos que, si existe solución, ésta debe localizarse en un vértice. 
Si hacemos esto encontramos que los vértices del conjunto formado por las soluciones factibles 
son 


(0,0), (0,150), (160,0), (90,105) 


Vea en la figura 3.1 la gráfica del conjunto |. _ 250 
de las soluciones factibles. Sólo queda 
probar cada uno de estos valores en la 
función ganancia (5.1). Entonces 


P1 = ($0.25)(0) + ($0.45)(0) = O 


Es obvio que la ganancia $ 0.00 no es la 
máxima. Ahora 


P2 = ($0.25)(0) + ($0.45)(150) = $67.50 
P3 = ($0.25)(160) + ($0.45)(0) = $40.00 
Pa = ($0.25)(90) + ($0.45)(105) = $69.75 


0 
o 
o 


Cacahuates 


19] 
23 


Paquetes de la segunda mezcla 


(0,0)so 100 150 200 250 300 
Paquetes de la primera mezcla 


350 ye 


Entonces se obtiene una ganancia máxima al hacer 90 paquetes de la primera mezcla y 105 de 
la segunda. La ganancia máxima obtenida en estas condiciones es $69.75. 


Problema 4. Un fabricante de fertilizantes para pastos de jardín acaba de descubrir una nueva 
fórmula para fertilizantes. Su fórmula requiere un mínimo de 15 unidades de nitrógeno y 8 de 
fosfato, ambos obtenibles de las sustancias A y B. Las características y costos de dicha fórmula 
son los siguientes: 


Sustancia Nitrato Fosfato Costo/Kg. 
A 4 A $7.00 
B 3 5 $5.00 


Determine: 

1. El planteamiento algebraico de las restricciones. 
2. La ecuación de costo. 

3. El proceso general para este tipo de problema. 


Solución 


Restricciones 
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Nitrato AA+ 3B> 15 B>5 - (4/5)A 
| Fosfato 1A+5B>8 B > (0/5) - (7/5)A 


La función objetivo es: 


C=7A+5B 


Las rectas y sus pendientes 


B=5 - (4/5)A (4/5) 
B =(8/5)(1/5)A (1/5) 
B = (0/5) - (7/5)A (7/5) 


El polígono de soluciones, se obtiene 
graficando primero las rectas y después 
las desigualdades 


Los vértice del polígono de soluciones 
son (0, 5), (3, 1), y (8, 0). Los 
reemplazamos en la función objetivo, 
para obtener la solución. 


(0,5), L= MU) = 25 
(3, 1), C= 7(3) + 5(1) = 26 
(8, 0), 6 = 118) +51(0)= 56 


Nitrato 


1 Fosfato 


El costo minino de la nueva fórmula de fertilizante es de $26.00 y se obtiene mezclando 3 
unidades de fosfato y 1 unidad de nitrato. 


Ejercicio 54 
|.- En los ejercicios 1 - 12 sustituya la coma entre cada par de números reales por el símbolo 
apropiado <, > 0 = 


(1-25 (2)-2,5 (3)6-1,2+3 
(4) 2/3, 0.66 (5) 2, Ya (6) p, 22/7 
(133, 0 (8) -8, -3 (9) 8, 3 
32 1 4053 
2 “2% 3.6513 
(104 3 15 (11) y2, 1.4 (12) 1110 


Il.- Reescriba las expresiones en los ejercicios 1-16 sin usar el símbolo de valor absoluto. 
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(1) 2-5 (2) l-5| + |-2] (3) 151 +1-21 (4) l-s| — 1-21 
(5) ln - 22/71 (AO (m 11/2 -0.5| (8) |(3y! 
(9) 14-81 (10) 13-r! (11) 1-41-|-8l (12) |-4+8]l 

(3) 1-312 (14) 12-44 | (15) | -0.67| (16) -| 31 


1I.- En los problemas 1 - 4 exprese la desigualdad dada en la notación de intervalos. 
1 
— EX <= 

(1) 4<x<20 (2)x>5 (3)x<2 (4) 2 e 


IV.- En los problemas 1-4 represente el intervalo dado como una desigualdad. 


5.5 
26 E 
mm 2? o). | 1,5] (3.120,05) (Uta 7) 


V.- En los problemas 1-4 escriba el intervalo que corresponde a la gráfica dada. 


(1) (2) 
HA 
0.1234 05 0.112.345 
(3) (4) 

| tq +2 
234556768 0.1. 2.34 


VI.- En los problemas 1-10 resuelva la desigualdad dada. Exprese la solución en la notación de 


1460 
intervalos: (1).  3x<-9 (2.2 +8 (3). 4x+ 1> 10 (4). 2 


je 
(5). 4x>25x-7  (6).x+ 12<5x (7).-4<1-x<3 (8). 3 
(9). x<3x+2<x+6 (10). 10 -x< 4x<25 - x 


VII.- Resuelva las desigualdades en los ejercicios del 1-18 y exprese las soluciones en términos 
de intervalos. 


<2 


(1). 5x-6>11 (2). 3x-5< 10 (3). 2 -7x< 16 
(4).  7-2x>-3 (5). 12x+ 1) >5 (6). lx+2| <1 
(7).  —3x+2<5x-8 (8). 2 + 7x< 3x- 10 (9). 12>5x-3>-7 
al 
(10). 5>2-9x>-4 Pu). 4 (19). 0<4x-1<2 
4 
z >0 >0 


(13) (14). (15), ¡X= 101< 0,3 
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2x+3_, Ps 
(16). | 5 (17.1 2 a8), P=1XI241 
VII!.- En los problemas 1-3 represente la expresión dada sin emplear el símbolo de valor absoluto. 
(1). Mal das un número negativo 
(2). | al , a.es un número positivo 
(3). la+10l,aes mayor o igual que -10 


IX.- En los problemas 1-4, despeje x 
En 
(1). l4xl =36 (2). |-2xl =16 (3). 13-sx|=22 (4). 112- 2 |=x 
X.- En los problemas 1-10 resuelva la desigualdad dada. Exprese la solución en la notación de 
intervalos. 
a 
(D). lxl<4 Uh le 3% 1<3 (3). 11-2xl<1  (4).115+4xl <17 


x+3 


(6)..0<Ilx+1l<5 (7). lx! >6 (8). l4-x|>0 
E ES 
(9). 152x157 (10). Ix+9l>8 (11). Si * <4, ¿se obtendría que x> 4 ? 


DESIGUALDADES CUADRÁTICAS O DESIGUALDADES DE SEGUNDO GRADO 


¡sl atinado dalt 0 PORO 
1) de +x-33 6) la TA 6 11) Ty =5y=2 
2) 3x1? -5x 2 7) 2x1? +3x-2 12) 4x* -x-5 
3 24% +llx-2 g a” +lla+3 y 
4) 12x* -x-6 9) 10m? + m-3 14) Sb* -Tb-6 
5) 9 +37x+4 10) 6x* -Tx-3 15) 3n* —11n-20 


Il Resuelve las siguientes desigualdades cuadráticas o desigualdades de segundo grado y 
expresar los resultados en notación de intervalo, y hacer la gráfica: 


1) xr -D<x 14) 143327 27) e +8x -20x>0 
2 30 + 10128 di sy $930 
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3 *>Tx-10 q mapas 29 Y 81-15 

4) 4x* +9x-9<0 17) 151? +5x-8<3x* +4 30) Xx +3x>-2 

5) (+ 4=+D<0 18) x —4x<5 31) +21 -19x<0 
6) x>2x+6 19) x <10-3x 32) (x-7)(8x+5)>0 
y 4 +2 -15x>0 29) * +21>10x 33 42D 

g) * <l0x 21) E +x+127 34) * +7x+1220 
9) Ox D(=+2)<0 22) x+6x+5>0 35) 3 +x0-2x>0 
10) q +92>5 23) 2 -S5x-3<0 36) q 11<5 

rn y?>16 24) («3 kx +1)<0 37) Y (+6)>-8 
19 *-x-6<-10 25) 20 +31<2 38 40 +25213 
13) 2x* +151<8 26) 3x* -11x-4<0 39) x-5x>0 


XXX FRACCIONES PARCIALES 


28.1 Introducción 


En esta sección vamos a entender que significa DESCOMPONER EN FRACCIONES PARCIALES. 
Consiste en desmenuzar, descomponer, desintegrar, partir una fracción en partes más simples 
(fáciles de utilizar). Se aplica el principio de que para que dos fracciones sean iguales, deben ser 
iguales sus numeradores y sus denominadores, esto es: 


a. € 
b d 
Solo se cumple sia = c y b =d 
Por ejemplo: 
5 > E. 1 
— = — 
6 (64 2 3 


OBSERVACIÓN: Para poder aplicar este método se debe cumplir que el numerador es MENOR 
que el denominador (fracción propia). 


¿Cómo se puede descomponer en fracciones más simples 
3/8? Primero debemos descomponer (factorizar) el denominador 8 = (4) (2), después buscamos 
dos constantes A y B, que cumplan con: 


E TE 
2 [aer |< 
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3 3 dE AA 

8 420) 42 8 
Los denominadores son iguales a 8, por lo tanto igualamos los numeradores: 
2A + 4B =3, despejamos A, queda: A = (3- 4B) / 2 


Si le asignamos a B el valor 1, queda: A = (3 - 4(1)) /2 = - Y y concluir que las fracciones simples 
buscadas son - 1/8 y Y: 


1 
374,111 
8 4 2 8 2 
FRACCIONES PARCIALES 


Toda fracción propia a menudo se puede expresar como la suma de otras fracciones (denominadas fracciones 
parciales), cuyos polinomios denominadores sean de grado inferior al del denominador de la fracción dada. 


EJEMPLO 


3x—5 _ 3x—5 2 1 
R2—-3x+2 (x—1M(x-2 x-—1 x-—2' 
Las fracciones parciales se utilizan para ayudar a descomponer expresiones racionales y obtener 
sumas de expresiones más simples, es decir, descomponer una fracción propia de la forma P (x) 
/ Q (x), en una suma de dos o más fracciones simples. Para esto, los denominadores de las 
fracciones simples se obtienen mediante la factorización de Q (x) en factores lineales y 
cuadráticos. 


La descomposición en fracciones Parciales (FP) sólo se aplica a funciones RACIONALES propias 
de la forma: 


00) 
O(x) 


En donde P(x) y Q0I) son polinomios en la variable x, tales que: grado de P(x) < grado de Q(x). Si 
esto no se cumple, primero se deben dividir polinomios y después se aplica el método de 
fracciones parciales. Estas se utilizan mucho en Cálculo Integral y en Ecuaciones Diferenciales, 
entre otras áreas. 


En caso contrario, es decir, si el grado de P(x) es mayor o igual al de Q(x), la fracción se llama 
impropia. 
Toda fracción impropia se puede expresar, efectuando la división, como la suma de un 
polinomio más una fracción propia. Es decir, un polinomio cociente de la división más el residuo 
N1Q9) entre el divisor Q(x). Esto es: 

E N 

Plz) _ [polinomio) + 1(7) 

Q(z) Q(z) 
IDEA DEL MÉTODO: La idea consiste en DESCOMPONER toda la fracción en fracciones más 
simples (parciales) que sean fáciles de integrar. 


28.2 Procedimiento: 
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1.- Verificar que el grado del Numerador sea MENOR que el denominador. Si no es así, primero 
divida polinomios. 


2.-Factorizar el denominador en factores de tipo lineal y/o cuadrático IRREDUCIBLE. 


3.-Escribimos de acuerdo al caso las fracciones simples que correspondan a los factores que 
están en el denominador de la fracción original, esto va a depender de la factorización hecha 
anteriormente. Esto implica encontrar ciertas constantes A, B, C, etc. dependiendo de cuantos 
factores hayan. 


4.- Se igualan los denominadores de la fracción original con el denominador de las fracciones 
simples. Racionalizamos y después igualamos el numerador de la fracción original con el 
numerador que resultó en las fracciones simples. Comparamos los coeficientes de x en ambos 
lados y formamos el sistema de ecuaciones con las constantes A, B, C,... como incógnitas y 
resolvemos este sistema de ecuaciones resultantes. Hallamos los valores de las constantes A, 


B, C,... y sustituimos sus valores hallados para conocer el valor de las fracciones simples. 
Hay cuatro casos: 
1) Descomposición en fracciones parciales en la cual cada factor es lineal y distinto. 
2) Descomposición en fracciones parciales con un factor lineal repetido. 
3) Descomposición en fracciones parciales con un factor cuadrático irreducible y distinto. 
) 


4) Descomposición en fracciones parciales con factor cuadrático repetido. 


Forma del Factor Forma de la Fracción Parcial 
o] Je 


A 
(ax + b)" o 
ax+ a+? (ax + y (ax S (ax +by3 


_ AX4B_ 
Ax+B Cx+D EX+F 
ES (ax"+bx +0)" (CAT E Farina 


Ax? +Bx+C 
3 bx? d 
(bare d) add+b+c+d 


Ax? +Bx+C Dx” + Ex +F 
] _PETERRE 
xl O EZEZTTMCILZTZTN 


Tabla 1: Casos de fracciones parciales 


28.3 Descomposición en fracciones parciales en la cual cada factor es lineal y distinto. 


Paso 1: Siempre me debo de fijar si el grado de la función del numerador es menor que la del 
denominador. Si es mayor debo realizar una división larga para bajar el grado de la función del 
numerador. 
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Paso 2: Debo factorizar el denominador para obtener un producto de factores lineales, px +q, o 
factores cuadráticos irreductibles, axó+bx+c, y agrupar los factores repetidos para que la 


función del denominador sea un producto de factores diferentes de la forma (px+ 4) , donde 


2 Y 
m2lo (ax +bx+c) los números m y n no pueden ser negativos. 


Paso 3: Si es descomposición en fracciones parciales en la cual cada denominador es lineal o 
fracciones parciales con un factor lineal repetido. Por cada factor lineal distinto agregamos una 
constante. 


A B 
+ 


primer factor  segundofactor 


Ejemplo 1: Determinar la descomposición en fracciones parciales de: 


4x?* +13x-9 

x+2x?-3x 

Primero se observa que el numerador tiene grado 2 y el denominador grado 3, por lo tanto, no 
se tiene que hacer una división larga. 


Segundo: factorizo el denominador: 
ld x(x? +2x-3)= xx +3 Xx 1) 


Tercero: Colocamos cada factor obtenido de la siguiente forma, agregando una constante por 
cada factor lineal no repetido o distinto: 


4x?+13x-90 A  B C 
3 2 el a 
xX+2x"-3x x x+3 x-l 


Igualamos los denominadores, el de la fracción original con el de las fracciones parciales, se 
racionalizan las fracciones, multiplicando cruzado, y después igualamos los numeradores de la 
fracción original con el de las fracciones parciales, esto es: 


4x? +13x—9= Alx +3 lx —1)+ Bla lx —1)+ Cl kx +3) 
Realizamos los productos en el lado derecho: 

41 +13x-9= Af +21-3)+ B(x =x)+ clx +31) 

4x +13x-9=(Ax? +24x-34)+(Bx? - Bx)+ (Cr? +3Cx) 

4x7 +13x-9= Ax” +24x-34+Bx" -Bx+Cx" +3Cx 


4x? +13x-9=Ax? + Bx* +Cx? +2Ax-Bx+3Cx-3A 
Factorizamos en el lado derecho: 


4x? +13x-9=x"(4+B+C)+x(24— B+3C)-3A 


Igualamos los coeficientes de las variables del lado izquierdo de la igualdad con las de lado 
derecho. Esto es, comparamos coeficientes, resulta un sistema de 3 ecuaciones con 3 
incógnitas: 
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x:A+B+C=4 
x:2A-B+3C =13 


TI :-3A=-9 
Se toma la tercera ecuación y se encuentra el valor de A: 
-3A=-9 
_=9 
-3 
A=3 


Se sustituye el valor de A en las otras dos ecuaciones: 


+14 +1B +1C =4 

51)+B+C=4 

3+B+C=4 

B+C=4-3 

B+C=1 El 

24 -1B +3C =+13 

(2)6)-B+3C =13 

6-B+3C=13 

-B+3C=13-6 

=-B+3C=7 E2 

Resuelvo las dos ecuaciones E1 y E2, obteniendo así los valores de B y C 
B+ C=1 El 

=-B+3C=7 E2 

Si sumamos las ecuaciones, se anula B y se halla el valor de C: 
4C=8 
C=2 

El valor de C = 2 lo sustituimos en El para hallar el valor de B: 


Colocamos los valores hallados de las constantes A, B, y C en las fracciones parciales y hallamos 
el resultado buscado: 


4 +13x-9_A, BCc_3_1 2 


A+2x—3x x x+3 sel a x+3 x-—1l 


Existe otro sistema que se puede usar únicamente cuando los términos son lineales y no 
repetidos que es mucho más fácil. 
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2 
4Ax"+13x-9 A  B E 
3 2 A E | 
x0+2x"-3x x x+3 x-—l 
Igsualo los denominadores, el de la fracción original con el de las fracciones parciales, se 
racionalizan las fracciones, multiplicando cruzado, y después igualamos los numeradores de la 
fracción original con el de las fracciones parciales, esto es: 
4x* +13x-9= Alx+3lx-—1)+ Bla Xx—1)+ Clala +3) 


Identificamos los valores que nos anularían cada factor lineal, en este caso, son los valores que 
acompañan a x pero con signo contrario, para el caso del factor lineal x + 3, sería -3, para el 
factor lineal x - 1, sería 1 y para el factor lineal x sería O. Es decir, igualamos a cero cada uno de 
los factores que están en el numerador, que originalmente estaban en el denominador. Esto es: 


x+3=0 x-1=0 
x=0 x=-3 x=1 
Ahora sustituimos cada uno de estos valores de x: 


Para x = O, queda: 
4x? +13x—9= Alx+3Xx—1)+ Bla Xx —1)+ Cll +3) 


4(0)' +13(0)-9= A(0+3)X0-1)+ B(0X0—1)+C(0X0+3) 
0+0-9=A(3l-1)+0B+0C 

-9=-3A 

3=A 

Para x = -3, se obtiene: 


4x? +13x-9=Alx+3)x—1)+ Bla fa 1)+ Cll +3) 


4(-3) +13(-3)-9 = A(-3+3(-3-1)+ B(-3[-3-1)+ C(-3(-3+3) 
36-39 -9 = A(Ol-4)+ B(-3-4)+C(-310) 

-12 =12B 

-1=B 

Para x = 1, obtenemos: 

dx" +13x-9= Alx+3)x-1)+ B(x[x-1)+ Clau llx+3) 

4(1) +13(1)-9= A(1+3)/1-1)+ B(DA—1)+C()A+3) 

4+13-9= A(4X0)+ B(1(0)+ C(1[4) 

8=4C 

2=0 


La cual es la misma respuesta, pero sin resolver el sistema de ecuaciones: 
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4x*+13x-9 A  B CO3 1 2 
ai ds E 


0+2x-3x x x+3 cl x+3 x-—l 


Ejemplo Descomponer en fracciones parciales la fracción: 
+3 
22+3x—-4 
Solución Tenemos que el denominador se puede descomponer en factores simples como 
sigue: 
1? +32-4=(2+4)(x —1) 
Luego la descomposición en fracciones parciales es: 


T+3 T+3 A B 


2434  (2+4)l(x—1) asi” ol 


Para encontrar los valores de A y B, multiplicamos la igualdad por (z + 4)(x — 1), 


obteniendo 
T2+3= Al(x-1)+ Blx +4) 


desarrollando se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones 


A+B = 7 a 
AH B => 3 % *-%8=2 


Por lo que la fracción original queda: 


T2+3 3) 2 


er ra ma] 
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AAA AAA AA AA 


22+2r-1 
"2434 3x2-—2x 


Solución Se tiene que el denominador se puede factorizar como sigue: 
22% + 3x? — 22 = x(25? + 3x2 —2= x(22 — 1)(a +2) 
Luego, la descomposición en fracciones parciales es: 


22 +21 4, B E C 
x(22—1l(x+2) x= 211 +2 


multiplicando ambos lados de la igualdad por el factor común, y luego resolviendo la 


ecuación, se obtiene 


2? +22 1= A(22-— 1)(x +2) + Br(x+2) + Cx(2x-—1) 


con 
1 1 1 
A = - B = — = =-— 
2 ¿Y “== 
así 
2 1 1 1 
Eze de DG O 
213 + 3x2? — 2x xr 2-1 zx+2 
A 
Ejercicio 55 
8x-1 x-29 +34 
1) (+-2Jx+3) 2) (1-4 :+1) 3) 1 -4x-12 
4x? -15x-—1 x” +19x+20 


5x-12 


4) x?—4x 5) (x—1 +2): 3) 6) xx +2)[x-5) 


Matemáticas para Genios ReprobadosO) AntúnezBook Tomo | 


O EEECCRRRRBBK a.  _.____________.= RR ro 


Ax? 51-15 Ml 
7) de 3% 8) (x+1)2 —5x+6) 


28.4 Descomposición en fracciones parciales con un factor lineal repetido. 
Ejemplo: 
x” +10x-36 

xa e 3) 


2 
Notamos en el ejercicio que hay un término lineal repetido que es (3) , en este caso se agrega 
una constante por cada potencia del factor lineal repetido. Entonces lo colocamos así: 


A B m C 
x x-3 (x-3) 


Si fuera al cubo el término repetido =3) lo pondríamos: 
A a B de C di D 
x x-3 (2-3 (1-3) 
Ejemplo resuelto por pasos: 
x” +10x-36 
xlx-3) 


Primero escribimos en el denominador del término lineal x, luego escribimos en el denominador 
el término repetido elevado a la 1 y por último escribimos en el denominador el término repetido 
elevado al cuadrado así: 


x%+10x-36_A, B, C 
x(x-3) x x-3 (x-3) 


Como tenemos término lineal repetido ya no podemos usar la forma fácil de resolver únicamente 
por sistemas de ecuaciones. Operamos el mínimo común denominador y lo igualamos al 
numerador. 


x? +10x-36 = Al(x-3) + Bla Xx -—3)+C(x) 


Operamos los paréntesis: 
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Y +10x-36= Aly? -6x+9)+ B(x? -3x)+ C(x) 
x? +10x-36=(4x? -6Ax+9A)+(Bx? -3Bx)+(Cx) 
x” +10x-36= Ax? —6Ax+9A+Bx* -3Bx+Cx 
x* +10x-36 = Ax? + Bx? -6Ax-3Bx+Cx+9A 
x? +10x-36=x*(4+B)+x(-6A-3B+C)+9A 
Igualamos los coeficientes de las variables del lado izquierdo de la igualdad con las de lado 
derecho. Esto es, comparamos coeficientes, resulta un sistema de 3 ecuaciones con 3 
incógnitas: 
A+B=1 
—6A-3B+C =10 
9A=-36 
Resolviendo queda: 
9A=-36 
A=-4 
Se sustituyen valores en la primera ecuación: 
A+B=1 
-4+B=1 
B=4+1 
B=5 
Se sustituyen valores en la segunda ecuación: 
—6A-3B+C=10 
24-15+C=10 
9+C=10 
C=10-9 
C=1 
Respuesta: 
x” +10x-36 _ 4 a 5 A 1 
x(x-3) x x-3 (x-3) 
¡ 5x* — 36x + 48 
 a(a—4)? 
Solución La descomposición en fracciones parciales es: 
51? —3614+48 A B C 
17 "a el mi 
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multiplicando ambos miembros de la igualdad por el denominador común 


52? — 362 + 48 = A(x — 4)? + Bx(x—4)+Czx 
obteniendo el sistema: 


A+B 5 
—8BA-4B+C = -36 de donde A=3,B=2, 0 =-d4 
164 = 48 


Luego: 


51? —361+48 3 2. 4 
(42  x (2-4) (2-4)? 


at — 272 +4r+1 
a3—a—+1 


Solución Comenzaremos por dividir los polinomios 


a* — 21? +4r+1 al 4dx 
———— li e A _ A A A __—— 
a3—a—x+1 3—al—+1 


luego, factorizando el polinomio q(x) = 1? — 2? — x+ 1 resulta 
?——e+1=(2-D' (+1) 
Por lo tanto, su descomposición en fracciones parciales es: 


a A, BOC 
(1-DUx+1) z-1 (2-1)? ' +1 


del cual de obtiene: A=1, B=2 y C =-—1, de modo que 


4 2 

x*—2x"+4r+1 1 2 1 
A E o 
a+ 1 z=1' (x-1)? +1 
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Ejercicio 56 
2x+3 5-4 191? +50x-25 
9) (»-1) 10)  (1+2) 11 31 —51? 
10-x x"-6 IA 
12) x?+10x+25 13) (x+2)2x-1) 14) («1 (x+1) 


28.5 Descomposición de una fracción parcial que contiene un factor cuadrático irreducible. 
Ax? —x?+15x-29 
2 =x"+8x=4 


Primero se observa que el grado del numerador y denominador son iguales por lo que se tiene 
que realizar una división larga: 


2 


Ze abad AN x?+15x-29 


—4Ax?*+2x?-—16x+ 8 


x =X -21 
Ax? —x?+15x-29 x—x-21 
372 =2 32 
2x”—x"+8x-4 2x"—x"+8x-4 


Se le aplica el método a la fracción impropia. Primero factorizamos el denominador, en un factor 
cuadrático y en un factor lineal: 


2x* —1?+8x-4=x*(2x—1)+4(2x-1)= (2? +4X2x-1) 
Por lo tanto, las fracciones parciales quedan: 

x=x=21 Ax+B C 

3 2 ==> mE 
2x"—x*+8x-4 x*+4 2x-1l 


x"+4 Es un factor cuadrático irreducible, por lo tanto, se agrega un factor lineal Ax más una 
constante B; para el factor lineal 2x - 1 se agrega una constante C: 


Igualamos los denominadores, el de la fracción original con el de las fracciones parciales, se 
racionalizan las fracciones, multiplicando cruzado, y después igualamos los numeradores de la 
fracción original con el de las fracciones parciales. Realizamos los productos y Factorizamos en 
el lado derecho, esto es: 
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Y —x-21=(Ax+B)J2x-1)+C(x? +4) 

x* —x-21=2Ax” -Ax+2Bx-B+Cx? +4C 

1” -x-21=2Ax* +Cx?* -Ax+2Bx-B+4C 
x*—x-21=x"(24+C)+ x(-A+2B)+(-B+4C) 


Igualamos los coeficientes de las variables del lado izquierdo de la igualdad con las de lado 
derecho. Esto es, comparamos coeficientes, resulta un sistema de 3 ecuaciones con 3 
incógnitas: 


24A+C=1 El 
—A+2B =-1 E2 
=B+4C =-21 E3 


Se puede resolver por el método de sustitución, de la primera ecuación E1 despejamos C y 
resulta: C = 1 - 2A. Ahora este valor lo sustituimos en la tercera ecuación E3, queda: 


-B + 4(1 - 2A) = -21 

-B+4-8A=-21 

-B -8A=-21 -4 

Multiplicando por -1, queda: SA+B=25 EZ 
Ahora resolviendo el sistema de 2 x 2 formado por la ecuación E2 y la E4: 
—A+2B=-1 E2 

SA+B=25 E4 

Despejando B de la E4: 

B=25-8A 

Sustituyen do este valor de Ben E2: 

- A+2(25 -8A)=-1 


-A+50-16A=-1 
-17A =-1-50 
a 
7 


Por lo tanto, B=25 - 8A = 25 - 8(3) =25 - 24,B= 1 
También C=1-2A=1-2(3)=1-6.C=5 


Por lo que la respuesta final es: 


4x? —x?+15x-29 a =x-21 Ax+B C 3x+1 -5 
. E =2+ S > =2+ > + =2+ a + 
2x" —x"+8x-4 2x" —x*+8x-4 x"+4 2x-1 x"+4 2x-1 
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41? —8x+1 


1. 
a—x+6 


Tenemos que 


da?—8r41 42-841 A w Br+C 
a+6 — (2+2)(22-20+3) 2+2. 22-20+3 


multiplicando por el común denominador: 
41? — 81 +1 = A(u? —-20+3) + Bx+C(x+2) 


obteniendo el sistema 


A+B = 4 
—24+2B+C = -—8 de donde A=3 B=1, U=-1 
3A+2C = 1 
Por lo tanto, 
412-841 3 m —d4d 
a—x+6 +2. 22-20+3 
5 21? —x+4 
"34 de 


Solución Se tiene que la fracción se puede descomponer de la siguiente forma: 


2a?—x+4 22-2+44 A Bx+C 


a+4r  x(a2+4) ed 2244 


De donde se obtiene 


A+B=2, C=-1, 44=4 > A=1, B=1yC=-1 


Por lo cual 
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Caso 4 El denominador q(x) contiene un factor irreductible repetido. 


Si Q(x) tiene un factor cuadrático repetido k veces de la forma (ax? + bx + c)*, donde 
b? — 4ac < 0, entonces la descomposición en fracciones parciales contiene k términos de la 
forma: 


Ajr+B1 Az + Ba Art + Br 
art+br+c (ar? +bx+<c)? (ax? + bx + e)* 
donde A, 42,--- , Ax y Bi, B2a,--- Bx son constantes. 


Ejemplo Descomponer en fracciones parciales 


1l—x+2x? — q? 
(12 +1) 


Solución La forma de descomponer esta división de polinimios en fracciones parciales es 


124%" -0 A, Br+0C Dx+E 
r(a24 1)? — x=" a24+1 " (2241) 
Multiplicando por x(12?+1)?, y luego igualando coeficientes; se obtiene el siguiente sistema 
AEB=0. C=-l, MiBeD=2 CiE=s A, A=1 


Cuya solución es: 


A=1, B=-1, C=-1, D=1 y E=0 


Entonces 
l1-2+202-a? 1 el z 
r(a24+1)922 "zx +1 (22+1)2 
: 0 ! 3 +3x +7 
EJEMPLO Efectúe la descomposición en fracciones parciales de 


(x— (2 +1)" 


Mediante al utilización de las reglas 2 y 3 de la sección 31.5, el tipo de descomposición es: 


177 o Cx+D 

U-2D(2+D x-2 (4-2 x+1 

34 4+3x+7 _ A(x—2)(2 +1) + Bl? +1) + (Cx+ Di(x— 2) 
2D (+1 (x— 2) (2 +1) 


3% +3x+7 = AX — 24 + Ax—24 + BÉ +B+CX -4CX + DX +4Cx-— 4Dx+4D 
3% +3x+7 = (4+ 0% + (24+ B-4C + DX +(4+ 4C-4D)x+(-24 + B+4D) 
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Igualando los coeficientes con los términos correspondientes de los dos polinomios y fijando el valor de los demás a 
0, se obtiene el sistema de ecuaciones a resolver. 


A+C=0 
—24A+B-4C+D=3 
A+4C-4D=3 
—24A+ B+4D=71 


Resolviendo el sistema, se obtienen los valores, A= —1,B=5,C=1yD=0. 
Por lo tanto, la descomposición en fracciones parciales es: 


3% +3x+7 _ 1 m 5 PUE 
(x-2*(2+1) x-2 (x-2% xX*+1 


É-6x+2_A,B, C , D 
Xéx—-2? Xx x (x-2% x-2 
SOLUCIÓN 


Xx —6x+2 =A(x— 2? + Bdx— 2)? + CÉ + DÉ (x—2) 
= Aé — 4x +4) + Bx(é —4x +4) + CÉ + DÉ(x— 2) 
=(B+ DÉ +(4-4B+ C-2D)X + (-44 +4B)x +44 


Igualando los coeficientes de potencias similares de x, B+ D=0, A— 4B+ C— 2D=1,-4A+4B= 6, 
44 = 2. La solución simultánea de estas cuatro ecuaciones es A= 1/2, B= —1, C= -3/2,D=1. 


Dea uÍ ue: é-6x+2_ 1 1 3 71 
qu que: LEA RC AY 2 


Otro método: Xx —6x+ 2 = A(x— 2) + Bx(x-— 2)? + Ck + DX(x— 2) 


Para encontrar A, se hace x= 0: 2 = 44, A= 1/2. Para encontrar C, se hace x= 2:4-— 12+2=4C, C= 
23/2. 


Para encontrar B y D, se hace x = cualquier valor excepto 0 y 2 (por ejemplo, sea x= 1, x= —1). 


Sea x= 1: 1-6+2=A(1 — 2)? + B(1 — 2? + C+ D(1—2) y (1) B-D=-2. 
Seax=-1: 1+6+2=A(-1-2)- B-1-2+C+D(-1-2 y (Q)9B+3D=-8. 


La solución simultánea de las ecuaciones (1) y (2) es B= —1, D= 1. 
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4Y — 28 4-28 AxX+B Cx+D 


X+X-6 (P+D(P-2 X*+3 X*-2 
SOLUCIÓN 


4 — 28 = (Ax + BJGÉ — 2) + (Cx + D)GÉ +3) 
= (Ax + BY — 2Ax— 2B) + (Cxé + DÉ + 3Cx + 3D) 
=(4+ O +(B+ Dl + (3C—24)x-2B+3D 


Igualando los coeficientes de potencia similares de x, 
A+C=0,B+D=4,3C—2A =0, —2B+ 3D= -—28. 
Resolviendo las ecuaciones en forma simultánea, A=0,B=8, C=0,D= -4. 


De aquí que 4-28 _ 8 4 


y! Ejercicio 57 


Xx+Xr—-6 +3 *-2 
Efectúe la descomposición en fracciones parciales de cada fracción racional. 


, x+2 6 10 + 9x- 7 41 5 +8x +21 
X*—7x+12 (x + 2)02 — 1) (2 +x+06)l(x +1) 
2 12r+11 7 X-9x-6 5 5 +4 +7x+3 
Xx+x-6 x+xXx-—6x (2 + 2x +2)? —x-—1) 
3 _8-x g Y 43 _%X 
2 +3x-2 X*-4 *-1 
a 5x+4 9 34 —-8x+9 qa 1+16é +20x +5 
Xx +2x (r- 29 (e +2x +2) 
6 X a 3 +10 + 27x +27 7x—9 


X* —3x-— 18 x(x+3y (x + 1)(4— 3) 
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47 x+10 20 5% +3x+1 Xx 
x(x— 2)(x + 2) (x+2)02 +1) (e + 4y 
148 3x—1 5 —2x +9 X+3 +x+1 
*-—-1 (2x + 1)(42 +9) (x+ 1)02 + 1)? 
40 Tx =2 Si 2 —x+3 
B—xXR-—2x (2 + 4)02 +1) 
1 
a) a+x 
) x—5 
2 (2-2D)1(-2(+5) 
3 
E a 
Y 4. 
e 
$ (x +2)? 
3x1? — 16 
h) 274% 
. A—1 
1) 471 
) 1 — y? 
a) ai Y GFDE-IARF1 
x 
x?—1 
2 NN k) ——_ == 
b) e al (124 1)2 
x*—2x-—8 p 
X 
0 e-2%+32-x+4+3 0 faS 
3—_9y2 
x?—2x%+3x ' ' de 
m (3-17 
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SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS 


e 
x—4 x-3 
E A 

2 x-2 x+3 

3 2 

3 Socia aa: Meir 
2x-1 x+2 

4 2,3 
Xx x>+2 
2/3 di 1/3 

5 x-6 x+3 

Vs Ha 
x+1  x-— x+ 
1 Z 2 

7 x x-2 x+3 
PEA 

A x-2 x+2 


2 1 
o 3+tz3 
1 4 
Yi za 
)x+ , 
cd) x 5d 
x 
d) =- 
x x2+1 
du 1 1 


9 


10 


11 


12 


13 


14 


15 


16 


3 A 4 5 
x-2 (x-2? (x-2) 
1 3 2 5 
x Xx x+3 (x+3) 

2x+3 3 


X+x+6 x+1 


2x—1 3x+1 
X+2x+2 *—x-1 


1 —x+1 
x—1 Xx+x+1 


1x+2 2x+1 


R+2x+2 (2 +2x+2) 


e 
x+1 x-3 
5/2 3/2 1 
. . 
X x—2 x+2 


1 


T(x+5)? 49(x+5) b 49(x — 2) 


17 


18 


19 


20 


21 


22 


23 


—2x 
2x+1 4r+9 
3x1, -x+1 
Xx+4 xXe*+1 


2r4 (ray 


EE E 
x+1 (2+1* 
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TE O AE. a a 

DP 3(x-4) 3124+4x+16 
E 

$ (x +2)? 

WIFE 

1 1 (x-1) 

D2X+ 2D 2(2+D 

E E A A 
'ORAFD 7-37 190x-3) 
k) ?-3+ E = 


1412 (14+x2) 


XXXI MATRICES Y DETERMINANTES 


Definición.- Una matriz de orden mxn es un arreglo rectangular de números (reales o complejos) 
aij, llamados elementos dispuestos en m líneas horizontales llamadas filas y en n líneas verticales 
llamadas columnas; de la forma: 


4, 4) A 
da A An 
a a a 
31 4% 3n 
A= 
Ami 1) es An 


mxn 


El primer número m nos indica el número de filas que tiene la matriz. El segundo n indica la 
cantidad de columnas que tiene la matriz. La dimensión de una matriz es el número mxn de 
elementos que tiene la matriz. 


Ejemplo: 
12.3 4 
3 filas 
+67 8 La matriz es 3 x 4 
9 10 11 12 
4 columnas 
Matriz 3 x 4 


fila —— i— 


columna 
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1. Cada línea horizontal 2. Lossubíndices indican 3. Una matriz de “m” 
de componentes es la posición de cada filas y “n” columnas la 
una fila, cada línea componente, el llamaremos matriz de 
vertical es una primero “i” a la fila a orden “m por ny 
columna. que pertenece y el su notación es si 

segundo “” a. la mxn”. 
columna. 


Las matrices se nombran con letras mayúsculas A, B, C,.... En forma abreviada la matriz anterior 
puede escribirse en la forma A = (ai )mxn con i=1,2,3,...,m;j=1,2,3,,...n ,0 Amxn. Cada 
“ai” recibe el nombre de componente de una matriz. Los subíndices indican la posición del 
elemento dentro de la matriz, el primero denota la fila (i) y el segundo la columna (j). Por ejemplo, 
el elemento a2s se ubica en la segunda fila y quinta columna de la matriz. 


4 3 -4 10 
0-7 T7 8 
Ejemplo: La matriz A= a de A tiene 3filas y 4 columnas, es decir es de orden 
3x4. 
Aquí, podemos identificar algunos elementos: —a13=-4, az1 = 5, az2= 12, a22= 7 etc. 
Ejemplos: 
-15 0 0 
1.0 Aya =|-3 2 4 Aza =| -1 
say y 1.0 -1 312) Aj=(1 -2 0) 


Ejemplo: Escribir una matriz Azx4 tal que aj = 2i + 3j 
a11=2.1+31=5 am=2.1+32=8 a1=2.1+3.3=11 
a14=2.1+3.4=14 a21=2.2+31=7 a2=22+3.2=10 
a23=2.2+3.3=13 a2m=2.2+34=16 a3.=2.3+3.1=9 
a32 =2.3+3.2=12 as3=2.3+3.3=15 as.= 2.3 + 3.4 = 18 

5 8 11 14 
A=|7 10 13 16 


Es decir: 2 e 

MATRICES IGUALES.-Dos matrices son iguales cuando tienen la misma dimensión y cuando los 
elementos que ocupan los mismos lugares son iguales. Si A=(a ij) mxn yB= (Dij)mxn , entonces 
A =Bsiysolo si a¡ = bi para cada valor de ¡,j. 


Dos matrices del mismo orden son iguales si tienen los mismos elementos en las mismas 
posiciones, es decir: 


a b X y aá=x b=y 
ce dl lz w só c=Z d=w 
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Las siguientes matrices no son iguales: 


1.0 
12 -3 
A= B=|2 5 
. 5 >) 
3 6 
Orden 2x3 Orden 3x2 
Dimensión 6 Dimensión 6 


30.1 ALGUNOS TIPOS DE MATRICES: 


1. MATRIZ CUADRADA.- es aquella que tiene el mismo número de filas que de columnas, es decir 
m =n,yse dice que la matriz cuadrada es de orden n. 


La Diagonal Principal de una matriz cuadrada es el conjunto formado por los elementos a, a22, 
daa ¡Odd juin Ann y la traza de la matriz cuadrada es el número dado por la suma de los elementos 
de la diagonal principal , es decir: 


Traza (A) = a11 + a29 + a33 + a44 +......+ Ann 


2. MATRIZ RECTANGULAR.- es toda matriz en la que m + n 


3. MATRIZ FILA - es una matriz de orden 1 x n: A=(4j 4 43.4, ) 


4. MATRIZ COLUMNA.- es una matriz de orden m x 1: 


5. MATRIZ NULA- es la matriz que tiene todos sus elementos nulos o ceros: 
0.00 


0 
0 
0 


ooo 
ooo 


O = 


6. MATRIZ DIAGONAL Es toda matriz cuadrada en la que todos sus elementos son nulos excepto 
los de la diagonal principal que pueden ser ceros ono: 


die Dr Que 
0-6 hi 0 
00 dd 
0. 0 0. a 
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Ejemplos: 
a 0.0 3.0.0 0.0.0 5.0.0 
0.b 0 0-2 0 03.0 0250 
0.0 c 0.0.6 0.04 0.0 7 


B= 


7. MATRIZ ESCALAR.- es una matriz diagonal en la que todos los elementos de la diagonal 
principal son iguales a una constante 


k 0 0-0 
0 k 0-- 0 
0. 0k--:0 
0.0 0--k 


B= 


8. MATRIZ UNIDAD O IDENTIDAD.- Es toda matriz cuadrada, diagonal y escalar en la que todos 
los elementos de la diagonal principal son iguales a 1. 


aj=0 siixj 
Se representa por | y sus a¡ son tales que 
ai = 1 sii =j 
100 
I=10 1 0 
0.0 1 
9. MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR.- es la matriz cuadrada que tiene todos sus elementos que 
se encuentran por debajo de la diagonal principal nulos, es decir aj¡¡;= O , paratodoi¡>j. 
A py Ag 4, 
0 dr “Az Az 


0 0 43 4 
0 0 0 Da 


A0= 


10. MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR.- es la matriz cuadrada que tiene todos sus elementos 
que se encuentran por encima de la diagonal principal nulos, es decir a¡¡= O, para todo ¡ >j 
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3.45 2.00 
0.6 1 3-10 
e Es triangular inferior. As Es triangular superior. 


11. MATRIZ TRASPUESTA.- es la matriz que se obtiene de la matriz A = (aij)mxn intercambiando 
las filas por columnas se denota At = (aji)nxm 


Ejemplo: Si 
ad A 413 
UN da A 4 A, A Car 
431 Az ES A dz Az Ay 
A Aa Ay Aa 43 NM Ait= 41 dz ES 43 )3,4 
1 5 
1 3-2 ; 
A= entonces A'=|3 -—6 
5 -—6 7 
2 1 
3 12 
| 3-1 0 | -1 10 
Ejemplo: Dado A= 12 10 -6 entonces AT = 0 -6 


12. MATRIZ SIMÉTRICA.- Es toda matriz cuadrada en la que coincide sus elementos conjugados, 
es decir, aj = aji V iy V j. Esto quiere decir que todos los elementos son simétricos respecto de 
la diagonal principal. 


a b c 2 1 3 
b d e 104 
ey y a son matrices simétricas 


En la matriz simétrica, se cumple que A = At 


101 1.01 
0.2 4 ; A=|0 2 4 
1.4 3 1.4 3 


A= 
13. MATRIZ ANTISIMÉTRICA.- es toda matriz tal que A=- At 


O -—1 O 1 O -—1 
— == Ms =A 
A o ES 


0 a b 0 -2 1 


> 
Il 
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30.2 OPERACIONES CON MATRICES 
30.2.1 SUMA DE MATRICES 


Dadas dos matrices A y B del mismo orden nxm, llamaremos matriz suma a otra matriz C de igual 
dimensión nxm y cuyos elementos se obtengan sumando los elementos homólogos de A y de B. 


Cj = aj + Dj 


Ejemplo. Siendo las matrices: 


Il 23 4 5 -6 
A=|4 5 6| B=|-7 8 9 
7 8 9 Ll =2 3 

$ 


Hallar la suma de matrices C=A+EB: 


Gitbs Grtbis MF +4. 2 3=0 1 Y += 
C=A+B=]|a,¡+b,, 42 +ba, do +b7|=|4-7 548 6+9|=|-3 13 15 
Us FDA. Mio thDeg Os Ds 71+1 8-2 9+3 8 6 12 


Ejemplo: 


Suma las matrices A+B  ¡+45=6 | 


1 3 5 7 3 
A= B= + = Suma a11 + bi1 
5 7 4 8 57.4 


Suma a12 + b:12 


(5) 7 = Suma a21 + Do1 


E T 6 10 
OR Suma a22 + b>2 
E 


Ejemplo: 
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e | A 244 342 -1+43 6 5 2 
-2.4 2|+|1 2 -4|=|-241 442 2-4 [=|-1 6 -2 
+ 63 2 =4.3 3+2 6-4 -3+3 E - 2 0 


Ejemplo: Dadas las matrices A = (ai) y B= (bi) de dimensiones 3x4 calcular A +B: 


O <l =2 <=3 2 13.7 2034 
A+B=|1 O -1 -2|+/0 3 3 9|=|1 3 2 7 
2 1 0-1 2 137 A 2.3 Q 


Ejemplo: Si 


a: da ,) y p-[7 E 3 entonces A+ 7, sl dl 
4 75 7 1 2 -11 8 7 
PROPIEDADES de la suma de Matrices: 
SiA, By C son matrices de orden mxn , se cumple : 

1. A+B=B+ A 

2. A+(B+C) =(A+B)+C 
3. A+0= O+A 
4 


. Existe la matriz opuesta de la matriz A, denotada por - A, que se obtiene cambiando los 
signos de todos los elementos de A, tal que A+(- A)=0 


30.2.2 PRODUCTO DE UN NÚMERO O ESCALAR POR UNA MATRIZ 


Dado el número real k y la matriz Amxn, el producto k:«A es otra matriz del mismo orden, que 
resulta de multiplicar cada elemento de A por k. 


A A Ki liar: A 
Ad, Az An ka, Ka), Ka), 
LA =K 43 Az Az, E kaz;  Kas) Ka, 
A A KO y E as a A 
Ejemplos: 
5 6 -=31| [350 =i15 
2 10| |10 50 
l 2 3 5 10 15 
5|2 O 1|=110 O 5 
1 -1 2 5 -5 10 
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PROPIEDADES DE UN NÚMERO O ESCALAR POR UNA MATRIZ: 
1. (AB) A= 2(BA) 


2 a.JA=A0Q 
3. ALA+B)=0.A+0.B 


4 A(a+pB)=A.a0+A.P 
5. Elemento neutro en los escalares: 1:A = A 


30.2.3 DIFERENCIA O RESTA DE MATRICES 


La diferencia de las matrices A y B, de orden mxn, se define como la matriz C = A + (- B), es 
decir, la resta de matrices se convierte en suma, multiplicando por el escalar -1 por la matriz 
sustraendo B.C=A+-1B =A - B. Esto es: 

Cj = aj - Dj 


La multiplicación por -1 se le conoce como el inverso aditivo y nos permite hacer la resta de 
matrices, la matriz minuendo A se deja tal como está y a cada uno de los elementos de la matriz 
sustraendo B se les cambia de signo y después hacemos la suma de matrices. 


Ejemplo sean las matrices: 


2 -3 4 5 
A= B= 
4 —1 -1 2 
Realizando A - B: 
2-3 -4 5 6 -8 
A-B= — = 
4 -1 -1 2 5-3 


La operación se realiza igual que la suma de matrices, pero debes cambiar los signos de la matriz 
sustraendo. 


Ejemplo. Siendo las matrices: 


l 2 3 4 5 -6 
A=|4 5 6| B=|-7 8 9 
7 8 9 1 -2 3 
y 
Hallar la resta de matrices D=A-B: 
Buba CDs Us =Ds 1-4 2-5  3-(-6) -3 -3 9 
D=A-Bx=|a,¡-b,, d2-7b 4-ba3|=14-7T 5-8 6-9 |=|11 -3 -3 
Oi=b4 Cs =D5 Ue Ds T-1 8-(-2 9-3 6 10 6 


Ejemplo. Sean dos matrices A y B de dimensiones 3x4 tales que aj; = ¡+ 2j y bj = 2i -j calcular la 
matriz 3A - 2B y -2A + 3B 


303 709 1.0 =1 =2 9 15 21 27 2 0 =2 =4 
3A-2B=3-[4 6 8 10|-2./3 2 1 0|=|/12 18 24 30|-|6 4 2 0 
5 7 9 11 34 3 2 15 21 27 33 10 8 6 4 
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7 15 23 31 
6 14 22 30 
5 13 21 29 


=6 -10 -14 -18 SS “U =3-=6 -3 -10 -17 -24 
-24A+3B=|-8 -12 -16 -20/+/9 6 3 0|=|1 -6 -13 -20 
-10 -14 -18 -22 15 12 9 6 3 =2 -9 =16 


30.2.4 PRODUCTO DE MATRICES 


j A B ea 
Dadas dos matrices ' "*" Y Baxp ellas son compatibles para la multiplicación de A por B, si el 
número de columnas de A es igual al número de filas de B. 


EL producto A. Bes la matriz C de orden m x p, tal que los elementos c;j; de C es: 
PA 
Cp= + para cada i, j 


La matriz resultante tendrá igual número de filas que la matriz multiplicando y el mismo número 
de columnas que la matriz multiplicadora, en este caso, Cmxp 


Para calcular el elemento cij, se multiplicará cada término de la fila ¡ de A por cada término 
correspondiente de la columna j de la matriz B y luego se sumaran todos los productos obtenidos. 


Para poder multiplicar debemos revisar primero el número de filas x columnas. Si tenemos que 
una matrizes 3x5 y la otra 5x2 se puede multiplicar si: 


Matriz A Matriz B 


El_tamaño_ de la . a . 
| respuestaes3x2 | es3x2 Si los números centrales son iguales 


entonces se puede multiplicar y el 


a tamaño de la respuesta son los 
números de los extremos 3 x 2. 


Debe ser igual entonces 


Si se puede multiplicar 


La multiplicación de matrices en de orden 2, tales como las matrices: 


a a b b 
da A» ba D 
Se define así: 
la ña] E > _ o *b,, +41, *b, 4, b, +4, E 
£.B= Lu ba da a, *b,,+43*b, 47 *b, +4, *b, 
Ejemplo: 


E aaa] e A > 
2 0| 11 6| |2.2+0:1 2:5+0:6| |4 10 
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Ejemplo: Dadas las matrices A y B, hallar AB 


6 4 
1 6 3 
A=|-1 3 |InB= 
5 -10 -7 
5 2 
Solucion 


El número de columnas de A,n=2, es igual número de filas de B entonces existe AB, además: 
Ñ 6x1+4x5 6x6 + 4x(-10) 6x3 +4x(—7) Ñ 26 -4 8 
Ñ (=Dx1+3x5 (=Dx6+3x(-10) 51x3+(2)x(7) (14 -36 29 A 


26 -4 -8 
AB= 
14. =36 29 La 
Ejemplo. Se inicia multiplicando el primer renglón de la primera matriz por cada una de las 
columnas de la segunda matriz: 


(0x6)+(1x9)+(2x12)= 
IEAAOS 1) Reviso el tamaño de la matriz 
6 T7 8 A=2 B 3 
E 33 O O 
345 x 9 10 11= e pi se nen 
multiplicar. tamaño de la 
12 13 14 matriz de la respuesta es 2 x 3 
(0x7)+(1x10)+(2x13)= 
0+10+26 = 36 2) Siempre se toma la primera 
matriz con la fila 1 (horizontal) 
EN 6 7 8 55 dE con la 1 columna (vertical) 
x lo 101 11= marcada en la matriz. 
345 
12 13 14 
(0x8)+(1x11)+(2x14)= 
0+11+28 =39 
6 7 8 
0 1 2 .. 133 36 39 
x 9 10 11= 
345 | 
12 13 14 


Se continúa multiplicando el segundo renglón de la primera matriz por cada una de las columnas 
de la segunda matriz: 


(3x6)+(4x9)+(5x12)= 
18+36+60=114 
6 7 8 
0.1.2 33 36 39 
x 19 10 11= 
345 loa | 


12 13 14 
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(8x7)+(4x10)+(5x13)= 
21+40+65 =126 
6 7 8 
0 1 2 33 36 39 
x 9 10 1l= 
SS ¿2.5 114 126 
12 13 14 
(3x8)+ (4x11)+(5x14)= 
24 +44 +70 =138 
6 7 8 
0 1 2 33 36 39 
x 9 10 l1l= 
SIS 114 126 138 
12 13 14 
Respuesta: 
T 8 
n= 10 11 
Xx = 
345 33 36 39 
12 13 14 114 126 138 


Ejemplos de productos de matrices: 


a b 
19 2b A d 
pa _ a+ E e 
4) lb 3a+4b) . g h 
4 M(1 2 3) (4:14+7:4 4:24+7:5 4:3+7:6) (322 43 54 
3 8)l4 5 6) 13-148:4 3:2+8:5 3:3+8-6) |35 46 57 


1 
41 E 3-14+4-2+1-3) (14 
2756 a MEAR AA 


1.02 
Q 3 7)/4 1 0|=(2-1+3:-4+7-2 2-0+3-1+7-7 2:24+3-0+7-1)=(28 52 11) 
e | 


he a+2d+3g  b+2e+3h  c+2f+3i 
4a+5d+6g 4b+5e+6h_ 4c+5f +6i 


¡05 


Ejemplo: 


3.1 2 Z sl 
A=|-4 2 -1|B=/|3 5 
Ss 2 ) 
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E 2 -1 13 -—6 
A-|B=|-4 2 -1|-/3 5 |=|-4 18 

2 1 2 2 -4 13 —6 
Ejemplo: Puppy Market quiere ofertar tres clases de bandejas: A, B y C. La bandeja A contiene 
40 g de queso manchego, 160 g de roquefort y 80 g de camembert; la bandeja B contiene 120 
g de cada uno de los tres tipos de queso anteriores; y la bandeja C, contiene 150 g de queso 
manchego, 80 g de roquefort y 80 g de camembert. Si se quiere sacar a la venta 50 bandejas 


del tipo A, 80 de B y 100 de C, obtén matricialmente la cantidad que necesitarán, en 
kilogramos de cada una de las tres clases de quesos. 


Solución: Organizamos los datos que tenemos en dos matrices; su producto nos da la matriz que 
buscamos, con las cantidades en gramos. 


A B C 
M[40 120 1501) A[ 50 M [26 600 


R|160 120 80 |-B| 80 |= R|25 600 
Cal 80 120 80)C|100) Cal 21600 
Si queremos las cantidades expresadas en kilogramos, haremos: 


26600) M[26,6 
3 25 600 |[= R| 25,6 


USne 21600) Cal 216 


PROPIEDADES del producto de Matrices 

1. A- (B-C) = (AB )-C 

2. A(B+C)=AB+AC 

3. El producto de matrices no siempre es conmutativo A'B + B-A 
4.SiAB =0noimplicaqueA=00B=0 

5.SiA'B =A-C no implica necesariamente que B = C 


6 (24')=0.A',0. ER 


a (A.B) =B'.A' 


8. Dentro de las matrices cuadradas 3 elemento neutro que será la matriz identidad | tal que: 
In-An = An.In = An A|=A=1l|A 
30.2.5 DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA 


Definición: A toda matriz cuadrada A, le asociamos un número llamado manta! p 
simbolizado de la forma: 


E E 
2 [as |< 
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4 4) A 
lA] Ad Az Aa 
a A 0d An 


Dicho número es un resultado que se puede obtener de diferentes maneras. Según el orden y 
tipos de determinantes estudiaremos ciertos métodos para hallar el determinante. 


Determinante de 2" orden. 
a bel E 
Llamamos determinante de la matriz cuadrada de 2* orden “a al número real 
a11.22 - a17.a2. que se obtiene multiplicando los elementos de la diagonal principal y 
restándole el producto de los elementos de la diagonal secundaria. Se representa por [4] 
Determinante de 3" orden. 
41 Ap 4 
A=|4,, 4, 4», 
Llamamos determinante de la matriz cuadrada de 3* orden “a %2 “%3) al número real 


(a11.a22.a33 + a12.423.a31 + a13.a21.a32) - - (a13.a22.a31 + a11.a23.a32 + a12.421.433) 


Una manera práctica de recordar estos sumandos es la Regla de Sarrus. Ejemplo: 


233 
AJ=14 7 3=[2.7.1+4-(-8):5+3-3-(-2)]-[5-7-(-2)+3-(-8)-2+3-4-1] 
| 


= (14 - 160 - 18) - (-70-48 + 12) =-164 - (-106 )=-58 


Ejemplo: 
2.34 

B=|-1 5 6=2-5-94+4-(-1)-8+3-6-(-7)-4-5-(-7)-2-6-8-3-(-1)-9= 
-7 8 9 


= 90-32-1256 +140-96+2/=3 


Propiedades de los determinantes: 


1.- Un determinante que tiene todos los elementos de una línea (fila o columna) iguales a O, 
vale siempre cero. 


3-14 
0 0 0=0 
08 $ 


2.- Un determinante que tiene dos líneas paralelas iguales es siempre nulo. 
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1 
0 
S Por tener la 1? y la 3? columna iguales 


3.- Un determinante en el que los elementos de una línea son múltiplos de los elementos de 
una línea paralela a ella, es siempre nulo. 


4 -1 3 
-8 2 -—6|=0 
5 7 4 


Porque fa = f1.(-2) 


4.- Un determinante en el que los elementos de una línea son combinación lineal de los de otras 
líneas paralelas a ella, es siempre nulo. 


L-37 
2 0 2=0 
IA 1 


Porque C3=C1 + 2.c2 

5.- El valor de un determinante no varía si se cambian las filas por las columnas sin alterar el 
orden relativo de los elementos de cada una. Es lo mismo que decir que | At] = lA | 

120 mp1 -2 2 

-2 0 3=2 O 1 

2 11/03 1 

6.- Un determinante no varía al sumar a los elementos de una línea, los correspondientes de 
otra paralela a ella multiplicados por un mismo número az, los de otra multiplicada por un mismo 
número P, etc. 

a b c a+3b=2c b c 

d e fl=ld+3e-2f e f 

g hi g+3h-2i hi 


7.- Si se cambian entre si dos filas (o dos columnas), el nuevo determinante tiene el mismo 
valor absoluto pero cambia de signo. 


23 1123 
0.2 4=-2 0 4 


La A Se ha cambiado c1 <-—-> Co 


8.- Si se multiplican (o dividen) todos los elementos de una línea por un mismo número az, el 
valor del determinante queda multiplicado (o dividido) por el número az . 


1.2.0 1.2.0 
-2 0 1l=9>|2 O 5|=5-9=45 
2 =I1 1 2 =13 


Si Ya que la case ha multiplicado por 5. 
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9.- Sien un determinante todos los elementos de una línea son múltiplos de un mismo número 
aL, Se puede sacar este número como factor. 


2D <4 3 1.13 1.13 
4 -4 11=2-(-4)-[2 1 1=-8-(2 1 1 
6-4 0 310 310 


10.- Si se multiplican todos los elementos de un determinante LA] de orden n por un mismo 
número al, el valor del nuevo determinante será an. lA 


a b c Sa 5b  53c 
d e fi=|Al>|5d 5e 5f|=5”-|A| 
g hi Sg 5h Si 


Si 
11. Si los elementos de una línea constan de h sumandos, el determinante se podrá 
descomponer en suma de h determinantes, que tienen iguales a él, las restantes líneas y en 
lugar de aquella, la formada por los primeros sumandos, por los segundos, etc. 

x+y+z a d| lx a d| ly a d lz a d 

t+u+v b el=lt b e+lu b el+lv b e 


A O E A Se mantienen idénticas la co y la C3 


12.- El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la diagonal 
principal. 


a 0.00 

be00 Ñ 
=a:e:h: 

c fho 

d g ij 


13.- El determinante del producto de dos matrices cuadradas A y B, de igual orden, es igual al 
producto de los determinantes de A y de B. 


[4-8] =|A|-[8 
8) |2.A|=A"”.|A] 
h) |4.B|=]A|.|B| 

1 

iy JA" [== 

| | lA] 


Calculo de un determinante: 
I) Método o Regla de Sarrus 


Cuando el determinante es de orden dos o tres se usa la regla de Sarros, que consiste en sumar 
todos los productos que se obtienen al multiplicar dos o tres elementos de la matriz de todas las 
formas posibles, con la condición de que en cada producto exista un elemento de cada fila y 
uno de cada columna, con sus signos correspondientes y para ello se utiliza el esquema que 
sigue: 
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Para un determinante de orden 2: 


Dada la matriz A = LS d , se define el determinante de A, como sigue: 
a : 
deta=|A]= |!“ U=ad-be 
Ejemplo: 


a 
22 31 245:13)(2)=20-6=14 


Cálculo de determinantes 


Regla de Sarrus 


Es un método para calcular el determinante de una matriz 3x3. 


411 Gir 413 
M=| 43 42 42 


d31 G¿z “3 : s 
1. Repetir las dos primeras columnas de la 


matriz a la derecha de la misma de manera 
que queden cinco columnas en fila. 


lo En 
A, >. e, 2. Sumar los productos de las diagonales 


descendentes (en línea continua) y sustraer 


peo e, . 0 Ñ los productos de las diagonales 
ae Ya, A 4, ascendentes (en trazos). 


= (11422033 + 0120723431 + (13421032 — (130292031 — 012071033 — 011093032 


Ejemplo: 


6-4 2 ló -4 26 -4 

1-20 1-2 01 -2 

350113-18 1 33 1 - 6(9)3+(4)0:3+2-1:1-2:(-2)3-6-0-1-(4)-1:3 
= -36+0+2+12-0+12= 10 


Ejemplos: Calcular los determinantes 
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2:38 

: , |[0 1 2 
2.0 3 

2 3 

' AS 

2 -1 1 


0 1 -2=2.1:-3+1-0-0+(-1)-(-2)-(2)-[1-1-(-2)+2-0-(-2)+(-1)-0-3]= 
2.0 3 


=6+0-4-(-2+0+0)=0 


ll. Cálculo del determinante de orden n, por los adjuntos: 


Cuando el orden de los determinantes es superior a 3 la regla de Sarrus no es fácilmente 
aplicable y entonces utilizamos el método de los adjuntos, que reduce el orden en una unidad 
cada vez que le utilizamos. 


Para ello vamos a definir dos nuevos conceptos: 


Menor complementario 


a A a.. E 
Dada una matriz A, se llama menor complementario de un elemento Y al determinante de la 
matriz, al determinante de orden n-1, que resulta de suprimir la fila ¡ y la columna j en la matriz 


As. se llama “Y. También se simboliza por ot. 


Caz es el cofactor asociado con a23, suprimimos los elementos del renglón 2 y de la columna 3, 
nos queda una matriz de 2X2: 


El cofactor C23 es un determinante de orden 2 y es negativo, debido a que 2+3 =5 impar y le 
corresponde signo - : 


di 41) 


31 Az, 


Co = => (811.882 > du. ds1) 


Ejemplo: Hallar los menores y cofactores indicados 


Matemáticas para Genios ReprobadosG) AntúnezBook Tomo | 


2 1 4 
A -1 5 1 =L a 1 
2-23 -4 0| q,=|+2 3 0|=9-14-3-30=-38 
da ITA E 
2.1 3 2.3 4 
Aa =/+-2 3 -4=-42-4-9+56=1 a,)=|1 2 1|=-12+3-8-9=-26 
1.70 1. 0-3 


Adjunto de un elemento (o Cofactor) 


a] 
= ._ mM. a. A 
Al producto de ( ) por el menor complementario “ de “7 se llama adjunto de un elemento 
a. ; A. 
Y y seescribe "7. 


+] 
A,=(-D) "mn, 
(- qa 
En forma práctica el signo de Aj dado por el producto de se determina más fácilmente, 
usando: 
Si ¡+j= número par, entonces le corresponde signo + 
Sii +j= número impar, entonces le corresponde signo - 


Para una matriz de orden 3, se tienen sus signos de la forma: 


A partir de estas definiciones obtenemos otra forma de calcular un determinante: el valor de un 
determinante de orden n es igual a la suma de los productos de los elementos de una fila o 
columna por sus respectivos adjuntos. 


n 
[4] = y 0 XA, = 4, * A +0, "Aj, +03 Az +...+Ojn * Aj = 


io j=l 


A) "A¡+O) ¡Ay +03 Ay +. HO A 


Ejemplo: En la matriz Azxa anterior, calculemos Az1 y Ax3 


134 
Ay=(-1P"-[5 2 1|=-6+21-56+45=4 
7 0-3 
2.14 


Ajy=(-"*-|-1 5 11=-(-12-2+40-6)=-20 
-2.3 0 
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Ejemplo: Calcular el valor del determinante 


10.2. 0 
1.2 0 1 
=LE. le 4 Sl 
 =L 2 


Elegimos la primera fila ya que tiene dos elementos nulos y eso va a simplificar el cálculo: 


1.0.2.0 
a =1-A4,,+0:4,+2:A,, +0-A,, = 
-1 1 4 -1 11 12 13 14 
a lo 
2.0 1 1.2 1 
==)" 1 4 —1(+0-m,+2-(1)%--1 1 -1]140-m,= 
Y Y e =l| 2 


Cuando llegamos a un determinante de orden tres, podemos aplicar Sarrus: 


1 (-16)+(=3)-[(4)+6] ]+2-[(-2)+1+(=6)-[3+1+4]]=-51 
Desarrollo de un determinante por los elementos de una línea. 


Todo determinante de orden n, se puede calcular como la suma de los productos de los 
elementos de una línea cualquiera por sus adjuntos correspondientes. 


3 0.3 

1.3 3 2.3 3 0 
2.1.3 3 

=1-4 -3 -8-2-13 -3 -8/-(-3)-|3 4 -3|= 
3 d <= 8 

2.4 2 -1.4 2 -1.2 4 
-12 4 2 


=(-6 +48 - 48 + 18 + 32-24) -2.(-12+36+ 24 -9+ 64 -18)+ 
+3(32+18+3+12+1212)= 20 -285+3065= 45 


Por este procedimiento el cálculo de un determinante de orden n se reduce a calcular n 
determinantes de orden n - 1, estos se reducen a otros de orden n - 2 y así sucesivamente hasta 
llegar a determinantes de orden 3 que se calculan por Sarrus. 


Il. Método del pivote o de Chío 
Esta regla sirve para el cálculo de determinantes de orden superior a tres. 


Consiste en conseguir que una de las líneas del determinante este toda ella formada por ceros, 
excepto uno de sus elementos que valga la unidad. De esta forma al desarrollar por los 
elementos de dicha línea, se anularan todos los sumandos a excepción del elemento en donde 
este el 1 y así reduciremos el orden del determinante en una unidad. 


a) Se observa si hay algún 1 en el determinante. Se elige la fila o columna que contenga a 
dicho 1 y al mayor número de ceros posibles. 
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b) Si no existe ningún 1 en el determinante se elige la línea que contenga mayor número de 
O. Dividimos los elementos de esa línea por uno de ellos, de forma que consíganos un 1 
en dicha línea. "Atención", después de esta operación, el valor del nuevo determinante 
habrá que multiplicarlo por el número que dividimos anteriormente. 


c) También se puede conseguir que algún elemento valga 1, restando una línea de otra 
paralela, siempre que existan dos elementos que ocupen el mismo lugar y que difieran en 
una unidad. 


d) Una vez conseguido el 1 en una línea, habrá que hacer O los demás elementos de la fila o 
columna en donde se halle. Para ello realizaremos combinaciones lineales con líneas 
paralelas según nos interese. 


Ejemplo. Calcular el determinante: 


53238 2-8 =2 
3 11 6 LP as paa 
=(1)= =(2)=1-/-1 -7 -3=(8)=-)-(+1)-1 7 3= 
O A O 6 Eds) 
7 3 2 23 
0723 0.2 2 3 
= (4) =42 +48 +4-28-24-12=30 


(1) elegimos la columna 1? por poseer un 1 y un O. Dejamos fija la 4? fila donde se encuentra 
el O, y tratamos de hacer ceros en las filas 1? y 2? con combinaciones lineales con la 3? fila. 


f1-5fa > fi fo-4.f3> fa 
(2) Desarrollamos por los elementos de la 1? columna: az1.A31 


(3) Dividimos las filas 1? y 2? por -1, con lo que el nuevo determinante viene multiplicado por 
ed) 


(4) Desarrollamos por Sarrus. 
Ejemplo. Calcular el determinante: 
2 1-3 1 0. 1.0.0 
1-2 3 -1 5 -2 -3 1 
de dl 
1.3 -1 2 5.3.8 -1 


= (3) = (-1)-(225 +16 -45 +25+120 -6)=-85 
(1) Al no haber ningún cero, elegimos la fila 1*? por poseer dos 1. 


Dejamos fija la columna 2? y hacemos combinaciones lineales con dicha columna para 
conseguiremos en las columnas 1?, 3? y 4. C1-2.C9>C1 C3+3.09>)C3 Ca4-C2>Ca 


(2) Desarrollamos por los elementos de la 1? fila: a12.A12 cuidando que el adjunto ahora es 
negativo. 


(3) Desarrollamos por Sarrus. 


Ejemplo: Calcular el determinante: 


Matemáticas para Genios ReprobadosO) AntúnezBook Tomo | 


2403 2.1.0.3 0. 1.0.0 a 
A E D 1.23 E A 

=(1)= — — — E el — EA 
A E E a 

14 3 20 

do =d 5 2 2. b3 2 14-65 3 

E TO 0 0 E 
=(4)=(-1)2.9 2 9|=(5)=(-2)-111 2 15|=(6)=(-2)-1-(- Mo y 0- 

14 3 20 17 3 29 


= 2-(319 -225)=128 


(1) Al no haber ningún 1, buscamos dos líneas paralelas en las que alguno de sus elementos 
correspondientes difieran en una unidad. Elegimos las columnas 2* y 4?. Restamos C2 - C4 —-> C2. 
Dejamos iguales las columnas 1? y 3?. 


(2) Fijamos la columna 3? en la que hay un O y fijamos la columna 2? con la que haremos las 
combinaciones lineales para hacer ceros en las columnas 2? y 4?. 


(3) Desarrollamos por los elementos de la 1? fila a12>.A12 teniendo en cuenta que el adjunto es 
negativo. 


(4) Dividimos la 1? fila por 2 con lo que el nuevo determinante queda multiplicado por 2. 


(5) Aquí podíamos haber resuelto por Sarrus, pero continuaremos dejando fija la 2? columna 
para hacer ceros en la 1? y 3? columna con combinaciones lineales con la 2? fijada. c1 + C2 > Ca 
C3 + 3.02 > C3 


(6) Desarrollamos por los elementos de la 1? fila a12.A12 teniendo de nuevo en cuenta que el 
adjunto calculado es negativo. 


(7) Desarrollamos por Sarrus el determinante de orden dos que nos queda. 


Ejemplo: Calcular por el método del pivote el determinante 


1.241 21 
0.0111 
110050 
00112 
122141 
1. 21.Z 1 21 24 
0.01 1 1 0.00 1 1. 1 
110.0 0=3"fila-1”fila=/00 -1 -1 2 -—I[= 
00112 0.0 1 12 
12211 l2-2 E 1 
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E, 
0.0 1 11 
=F.--E=0 -1 -1 2 -1 
0.0 1 1 2 
¡E 


Desarrollamos el último determinante por la 12 columna: 


0 1 11 0 1 1. 1 
Ae =L 2-21. [el <l <2, ll 
0. 1 1 2| [0 1 1 2 
0 1 -1 0 0 1 -1 0 
Repetimos el proceso desarrollando el determinante por la 2 2 fila: 
1 1 1 1 1 1 
(9-4, =(-D (EN 4 1 2[=[ 1 2=2 
1-1 0| 1 -10 
IV. Método triangularizante 
Cuando calculamos el determinante de matrices triangulares o diagonales observamos que 
verifica que el resultado coincide con el producto de los elementos de la diagonal principal. 
Con las propiedades anteriores podemos llegar a obtener un determinante que sea triangular y 


aplicar seguidamente el contenido expresado arriba: 
Ejemplo 4.Calcular el determinante 


1-4, =1-(-1) 


12.12 m1 

0.0111 

110050 

0.0111 

122 1 1 

12121 12 12 s1 12 1.21 
0.01 1 1 0.00 1 11 0.00 1 11 
1100 0|=fA-FA=|0 -1 -1 2 -1|=F.-F =/0 -1 -1 -2 -I|= 
00112 0.0 1 1 2 0.0 1 1 2 
12211 12 2 1 1 0.00 1-1. 0 
Cambiamos las filas 28 y 32 (cambia el signo) 

2 1 2.1 12. 1.21 

0 -1 -1 2 -1 0 -1 -1 2 -1 
-0 0 1 1 1|=f,-F=-0 O 1 1 1|= 

0.0 1 1 2 0.0. 0.0. 1 

0.00 1-10 0.00 1-10 
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12 1.21 
0 -1 -1 2 -1 
=F,-F,=-10 0 1 1 1 
0.0. 0.0 1 
0.0. 0-2 -1 
Cambiamos 4? y 51 fila para dejarle triangular (el determinante cambia de signo): 


12 Td 
0 -1 -1 2 -1 

=F,DF,=(-) (0 0 1 1 1|=1-(-1):1(2):1=2 
00.0 00 21 


00 0 0 1 
30.2.6 CÁLCULO DE LA MATRIZ INVERSA DE UNA MATRIZ DADA 


Matriz Adjunta Dada una matriz cuadrada A, se llama matriz adjunta, Adj(A,) a la matriz 


que resulta de sustituir cada uno de los elementos de la matriz Á, por sus adjuntos 
respectivos. 
Ejemplo 1.Hallar la matriz adjunta de 


Ed 
A=|-1 2 3 
-3> 1 el 
2.31 |plo3| 12 
IN E | 
2d al) ey 
2 A Jo [12 
Adj(A)= - =|1 4 
ral ba +31 
A- 0 0 
2 A [1 Y | 2 
2-3 31 


Matriz Inversa Si A es una matriz de orden n cuyo determinante es no nulo, la matriz inversa 
de A es la matriz de orden n denotada por A1 tal que A. A1 =1, donde | es la matriz identidad 
de orden n. 

Cálculo de la matriz inversa por el método del adjunto: 


Una matriz tiene inversa si y solo si su determinante A] 0 


Ejemplo: Calcular la matriz inversa de 
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A E 
2d 
3 
Dp 2 1 => 1 4 
lAJ=-14 — A=[-1 2 3 Adj(A')=|-10 4 2 
E | TH A 
, Adi(A)_ 1 ” , k 
lA] -14 
> <= 0 
Ejemplo: 


Si A= 1-1 , entonces 


1 =-1 2 1 |=1 2 4 -1 2 1 -2 
pi 3(ED-(2)1|-1 3) -1|-1 3 e a 
Ejemplos: Hallar la A1 de la matriz 


0 a 


lA|=8-3=5%0 


4-3 de 
A11=4 Ap=-3 A2=-1 Am=2 e 23 2 


ar! pl e pe 
51-3 2 3/5 2/5 
Ejemplo. Hallar la inversa de la matriz 
2.000 


3.15 
-2 0 1 
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1 5 2 1.0.0 112 00 
At=0 2 0 (4) =|-13 2 -10| A“T=|-13/2 1 -S 
0 -10 2 20.2 E 


Propiedades de la matriz inversa: 

a) Si A y Bson dos matrices cuadradas del mismo orden y regulares, se verifica que la inversa 
del producto de dos matrices es igual al producto de sus inversas en orden inverso. 
(AB)1= B-1:A-1 

b) Si A es una matriz regular se verifica que la inversa de la transpuesta es siempre igual a la 
transpuesta de la inversa. 
(Aty1 = (A-1)t 

c) La inversa de la inversa de una matriz regular es la propia matriz A. 
(ASESA 


30.3 Sistemas de ecuaciones simultaneas lineales 
Un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas 
TARA E FA AD 


A A 


Donde 
a a R A)=R A: ; 
1) El sistema tiene solución si y solo si ang ( ) ang ( h) y se llama compatible. 
R A)=r= ) Ei me 
2) Si ang ( ) ed , entonces el sistema tiene una única solución, el sistema es 


determinado. 
3) Si "<A, entonces existen infinitas soluciones, el sistema es indeterminado no existe 


solución si 7<N y algún P +0 
4) Si existen soluciones todas se obtienen por el método de eliminación de Gauss. 


, B dE E cs a R < ; 
Sistema Homogéneo: Ax=0, tiene solución X=0 y su ang (x) ds entonces existen 


soluciones no triviales linealmente dependientes. 


Ejemplo 1. Resolver el sistema 
x+2y+3Z2+4w=5 
2x+y+2z+3w=1 
3x+2y+zZz+2w=1 
4x+3y+22+w=-5 

Solución: 


-—_———— 
2 [amo |< 
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1234:5 x 5 
2123131 y 1 
A= X= , H= 
3212531 z 1 
(3212 w 8 
Esa 5 1.2 3 4 35 
ed E EF (2), F, (53), Fy (+4) Pp - = 
E O 4-8 10. 14 
4-3 341 5 0-5 1) en $ =05 
12.3. 4 5 1234 
Dias Ss 02 ió, 
0-4 8 << 0.0.0.2: 6| 
EY» Fe_lo 3-4 -5 9)=FE,(4, FA3_10 0.2436 
123435 
= F,(1/2),F,(1/2),F,, = a A 
00.12: 3 
0.0.0.1:3 
De donde 
w=3 
zZ+2w=3 
y+27+3w=5 


x+2y+ 32+4w=5 
En consecuencia el conjunto solución es CS=((-2,2,-3,3)) 


30.3.1 Sistema de Cramer. Regla de Cramer. 


Llamamos sistema de Cramer al formado por n ecuaciones y n incógnitas y tal que la matriz de 
coeficientes C sea una matriz cuadrada y regular, es decir, que | Cc | 0, 


Dicho sistema será equivalente en forma matricial a -C.X = B donde: 


X; b, 

411 4, 45, X= X, B b, 
E= 

a A Ñ Ñ Ae X b 


La regla de Cramer dice que todo sistema de Cramer tiene solución única dada por 
C*.C-X=C"-B>I-X=C*-B>X=C”-B 
Resolviendo la nueva ecuación matricial nos queda que: 
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41; b, A, 
_ A b,, An 
E 


En donde hemos sustituido la columna ¡ de la matriz C por la columna matriz B. 


1. Para sistemas de la forma : a1X + biy =C1 
a2x + boy = Ca | 


a, bh, cb, 4 C 
Se tiene que: A= | b, y Ax= c, D, y Ay= da ta 
A, A, 
' l X= z y == 
Entonces el valor de las incógnitas se encuentra como: A A 
2. Para sistemas de la forma : a1X + bay + c1z = da 
a2x + boy + C2z = da 
asX + bay + C3zZ = da 
Se tiene que: 
a bc d. BE a, dí E de 
A=la, b, Ca] , A,=ld, b, Cs|, A, =|a, d, Cal , A,=|la, b, d, 
dí a Es dí DB, < ds da E dis 0 Qs 


Así, el valor de las incógnitas se encuentra mediante: 


_A: By E 
ETE AA AAA 
Ejemplo: Resolver el sistema 
2x+3y-z2=6 
x—5y+25 = 4 


3x+2y-3z=-6 
El sistema es de Cramer por tener igual número de ecuaciones que de incógnitas y porque 


2.3 -1 
JC|=11 -5 2|=30+18-2-15-8+9=32%0 
3.2 -3 
Su solución será: 
6 3 -1 
-4 -5 2 
y 6 2 -3_90-36+8+30-24-36_32_, 
[E] 32 32 


AÑ TE 
AE 
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2.6 -1 
1 -4 2 
_ BOE _24+36+6-12+24+18_96_, 
Ca 32 3 
2.3 6 
l -5 -4 
-- 3 2 -6_60-36+12+90+18+16_160 _, 
[e] 32 32 


Ejemplo: Un grupo de personas se reúne para ir de excursión, juntándose un total de 20 entre 
hombres, mujeres y niños. Contando hombres y mujeres juntos, su número resulta ser el triple 
del número de niños. Además, si hubiera acudido una mujer más, su número igualaría al de 
hombres. 

a) Plantear un sistema para averiguar cuántos hombres, mujeres y niños han ido de excursión. 
b) Resolver el problema. 

Solución: 

Apartado a: Si llamamos x, y, z, al número de hombres, mujeres y niños, respectivamente, que 
fueron de excursión, tendremos: 


x+y+z=20 x+y+2=20 
x+y=3z x+y-32=0 
a : ordenamos: (*+Y=71 


Apartado b: Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los 
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes Ma: 
1 1 1 1 1 1 20 


1 1 -3 11-30 
Ml 10 M,=1 1 0 -1 
1. 1 1 
M|=|1 1 -3|=8%0 
Como O > T(M) = r(Ma) = 3 > S.C.D. 
Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer; para ello calculamos los valores de: 


20.11 20 1 1.120 
Mm, ]=|0 1 -31=64  |[m,[=[1 0 -31=56  |M,|=[1 1 0|=40 
1 0 -1 -1 0 : | 

ME 6%. ls, ¿_Md_d0_, 


x= =— = Sl Z2= 
m8 Mm] 8, m| 8 


Luego, habrán asistido 8 hombres, 7 mujeres y 5 niños a la excursión. 

Ejemplo: Un ama de casa adquirió en el mercado ciertas cantidades de patatas, manzanas y 
naranjas a un precio de 100, 120 y 150 pesos/kg, respectivamente. El importe total de la 
compra fueron 1 160 pesos. El peso total de la misma, 9 kg. Además, compró 1 kg más de 
naranjas que de manzanas. 

a) Plantear un sistema para determinar la cantidad comprada de cada producto. 

b) Resolver el problema. 

Solución: 


-—_—— 
2 [ar |< 
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Apartado a: Si llamamos x, y, z, al número de kg comprados de patatas, manzanas y naranjas, 
respectivamente, tendremos: 


100x+120y+150z =1160 10x+12y+15z=116 
x+y+z=9 x+y+z=9 
y+l=z y-z=-1 


Simplificamos: 
Apartado b: Para estudiar la compatibilidad del sistema, escribimos la matriz de los 
coeficientes M y la matriz ampliada con los términos independientes Ma: 


10 12 15 10 12 15 116 
1 1 1 1. 1 1 9 
M 0 1 -1 Ma = 0 1 -1 -1 
10 12 15 
IM|=|1 1 1|=7%0 
Como q e > Tr(M) = r(Ma) = 3 > S.C.D. 

Resolvemos el sistema utilizando la regla de Cramer; para ello calculamos los valores de: 
116 12 15 10 116 15 10 12 116 
M,|=[9 1 1|=14  |m,/[=[1 9 1|=21  |m,[=[1 1 9 |=28 
-1 1 -1 , 0 -1 -1 . 0 1 -1 
A AMES 
O 


Por tanto, habrá comprado 2 kg de patatas, 3 kg de manzanas y 4 kg de naranjas. 


30.3.2 Método de la matriz inversa 


La matriz inversa facilita la resolución de ecuaciones matriciales de la forma: 
AX =B ==> AL(AX) = ALB ==> (ALA)X= A LB 
IX=A1B ==> X=ALB 

Ejemplo: Resolver la ecuación AX = B siendo 


301 6 1 13 
A= B= 
E al l 1 e) 


Como hemos visto X= A1.B_ Calculemos Al 


A E 
lA) =6-5=1x0 % l|-1 3 ES 3 


e 6 117 (12 1.3 
les 3)li0 1 23) l0 -2 4 
Ejemplo: Expresa y resuelve el siguiente sistema de forma matricial: 
x-2y+2z=0 
-x+y-z=1 
2x+y=-4 
Solución: Expresamos el sistema en forma matricial: 
Si llamamos: 


O E 
2 [ara |< 
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ida x 0 i-22 240 f0 
A=(-1 1 -1l X=|yiC=|1|>|-1 1 -1lly|=| 1 | > AX=C 
2.1.0 z -4 2 1 0Nlz) (-4 


Para resolverlo, despejamos X multiplicando por la izquierda por A1: 


AX=C > ATAX=A"C > X=A“C 
Comprobamos que /A=-1%0 yhallamos A”: 


l =2: =8 1.2.0 
Adj(A)=|2 -4 -5| > (Agj(A) =|-2 -4 -1] > 
0 -1 -1 -3 -5 -1 
= pul 
> A = L(Adi(a)! - 2.4 1 
3 5 1 


Obtenemos X: 
-1 -2 0/0 -2 
X=A"C=[2 4 1[|1|=10 
3 5 1/p-4 1 
Por tanto, la solución del sistema es: =-2, y=0,z=1 


Ejemplo: Expresa en forma matricial y resuelve, utilizando la matriz inversa: 
3x+y-2z=10 
x+2y+z=5 
-Xx+2Z=-3 
Solución: Expresamos el sistema en forma matricial. 


3. 1-2 Xx 10 3 1 -21/x 10 
A=[1 2 1 X=|y| C=[5| >|1 2 1 [y|=|5| > AX=C 
-10 2 z -3 -10 2)Jz) |-3 
Pararesolverlo, multiplicamos por laizquierdapor A”: 


ATAX=A"C > X=A“C 
Comprobamos que [A =5%0 yhallamos A”: 


4 -3 2 4 -2 5 
Adj(A)=|-2 4 -1| > (Aaj(A)' =[|-3 4 -5| > 
5 -5 5 2 1 5 
4 -2 5 
> A (Adi(a)) = -3 4 -5 
2 115 


Obtenemos X: 
: 4 -2 51/10 15 3 
Xx = ATC == -3 4 -5 5 = 


2 -1 5)/-3 
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30.3.3 Método de eliminación Gaussiana 
Considerando el sistema: 
2x+4y+62=18 
4x+5y+62=24 + (1) 
3x+y-2z =4 
El sistema (1) puede ser escrito en forma matricial como se observa en la columna de la 
derecha omitiendo las variables. 


2x+4y+62=18 24 6 18 
4x+5y+6z=24 0. (1) 456: 24 (2) 
3x+y-2z =4 312: 4 


La matriz (2) se denomina matriz ampliada del sistema (1). Ahora, las operaciones que 
realizaríamos sobre las ecuaciones del sistema (1) se realizarán con las filas de la matriz (2). 


Cada fila (ecuación) de la matriz se denotará por $, dónde +=1203. 
El objetivo es obtener, a través de la suma de filas o la multiplicación de una fila por un número 
distinto de cero, nuevas filas pero que correspondan a un sistema equivalente al dado 
inicialmente. 
La matriz (2) deberá convertirse, si fuera posible, en una matriz de la forma: 

19902? 

0 1 2 2 

0.012? 
Para conseguirlo, sigamos el siguiente procedimiento: 


1 
1? Para conseguir un 1 en la primera posición, se multiplica la primera ecuación por 2: 


1.2.3 9 
Aozfa ss 6 24 
1134 


2” Luego, para obtener O en la primera columna de las filas 2 y 3, restamos a la segunda 
ecuación la primera ecuación multiplicada por 4; un proceso similar se realizará con la tercera 
fila o ecuación: 


1.2.3 9 
A A 
le 

1.2. 3 9 


sr 10. e e 
05 11. 93 


Los pasos realizados equivalen a eliminar la variable x en la segunda y tercera ecuación. 
1 


a Ahora multiplicaremos la segunda ecuación por 23 
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ll 9 
> .. 4: |0 1 2 4 

¡ 0 5 -11 -23 
42 Para obtener O en la segunda columna de la tercera fila (ecuación), se debe multiplicar 
por 5 la segunda fila y sumar la tercera fila con la nueva segunda fila. 


123 3 
K=SR+IR: 101 2 4 
0.0 -1 -3 
a" Finalmente, para obtener 1 en la tercera columna de la tercera fila: 
1-2 39 
e > (-1) Ri J0 174 
0.01 3 


6* Si expresamos la matriz anterior en términos de las ecuaciones, obtendríamos: 
x+2y+32=9 

y+22=4 

4=3 

Entonces, en la tercera fila se obtiene: 2 =3 y sustituyendo este valor en la segunda ecuación 
se obtiene: * = 2, luego * =4. Por lo tanto, este sistema de ecuaciones tiene sólo una solución: 
(4;-2;3) 


Ejemplo: Sea resolver un sistema de ecuaciones lineales como el siguiente: 
3X1+X2+X3=- 1 
Xx1-3X2 +x3=-9 
X1 - X2 + 4x3=3 


e Construimos la matriz ampliada: 


3 el ¿l -1 
1 -3 1 -9 
1 -1 4 3 


Etapa 1: Consiste en anular los elementos de la columna 1, excepto el a11 que debe ser 
1(pivote). Hacemos a: = 1, de la siguiente forma: f1 = f1/3. Observamos que nos queda la 
matriz: 


al 1/3 1/3 - 1/3 
1 -3 1 -9 
1 51 4 3 


Hacemos a21 = a31 = 0, utilizando las expresiones: fo = fo - f1 y f3= fa - f1. Ahora la nueva 
matriz es: 


1 1/3 1/3 - 1/3 
0 - 10/3 — 2/3 - 26/3 
0 -4/3 —11/3 10/3 
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Etapa 2: Consiste en anular los elementos de la columna 2, excepto el a22 que debe ser 1. 
Hacemos az2 = 1, nuevamente con: f2 = fo/(- 10/3). 


1 1/3 1/3 -1/3 
0) Ll. <= 13/5 
-4/3 11/3 10/3 


Hacemos a12 =a32=0,conf =f.-1/3-f2 y  fa=f3+ 4/3 -f> 
6/15 - 18/15 
-1/5 13/5 
51/15 102/15 
Etapa 3: Consiste en 


ular los elementos de lal columna 3,/excepto el az3 que debe ser 1. Para 
ello utilizamos: f3 = f3/(51/15). 


1 -1/5 13/5 


1 0 6/15 | - 18/15 
1 2 


Hacemos a:3 = a23 = 0, con f1 = f1 - 6/15 - fa y fo =f2 + 1/5 fa. 


1 0) 0 -2 
0 él 0 3 
0 0 1 2 


Después de estas transformaciones se llega al sistema equivalente: 
1x1 + Ox2 + 0x3 = - 2 
(du: 20100 3 
Ox1 + Ox2 + 1x3= 2 


Por lo tanto las soluciones del sistema son: X1 = - 2, X2 = 3 y X3 = 2, que es precisamente la 
última columna de la matriz final. 


30.3.4 Sistemas homogéneos 

Llamamos sistema homogéneo de n ecuaciones con m incógnitas, al sistema en el que todos 

los términos independientes de las ecuaciones que forman el sistema son nulos, es decir, 
b1i=b2=b3... =bn=0 

Todo sistema homogéneo será siempre compatible pues el rango de C será siempre igual al 

rango de A, ya que la matriz A se forma añadiéndole a la matriz C una columna de ceros. 

La solución (0,0...O) será siempre solución de todo sistema lineal homogéneo y se le llamara 

solución impropia del sistema o solución trivial. 


Todo sistema homogéneo que tenga solución distinta de la trivial, admitirá infinitas soluciones, 
incluida la solución trivial. 

Si aplicamos el teorema de Rouche, diremos que la condición necesaria y suficiente para que 
el sistema homogéneo sea compatible es que: 
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rango C = rango A < n* incógnitas ===> sistema con infinitas soluciones. 
rango C = rango A = n* incógnitas ===> la solución será única (0,O,...0). 


En el caso particular de que el n* de ecuaciones coincida con el n* de incógnitas, diremos que 
la condición necesaria y suficiente para que el sistema sea compatible (infinitas soluciones), es 
que el determinante de la matriz de los coeficientes sea nulo. En caso de no serlo, la solución 
será la trivial (0,0,...O). 


Es decir: si |c| +0 ===> solución (0,0,...O) 
Si cl = 0 ===> infinitas soluciones. 


Los sistemas homogéneos también se pueden discutir y resolver por Cramer y por Gauss. 
Ejemplo: Discutir y resolver el sistema 
x+5y-4z=0 
x-2y+z=0 
3x+ y-22=0 
Por Cramer: Calculemos 
1.5 -4 
C|=[1 -2 1|=4-4+15-24-1+10=0 
3 1 -2 
Como el menor 
1 5 
' -2 
El rango de C = 2 
Eliminamos la última ecuación y despejamos x e y en función de z. 


=-2-5=-7%0 


x+5y=4z 
x-=2y=-=z 
Resolvemos por Cramer 
4z 5 
=SzZ =2 —82+5z 3 
X= = >x=-:Z 
7 7 Y 
l 4z 
IL =z ¿A o 
dl 77 7 dá 7 
Las infinitas soluciones serán: 


(7232.4) 
E VA ER 


Se le asignan valores a A =1, 2, 3, 4, 5, ...,, para obtener los valores solución. 
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Encuentra la matriz transpuesta de: 


3.4 m-5 6 7 
1. A=|(1 4 -3 2, B=|0 -4 
35.00 12 5 1 


Realiza las siguientes sumas de matrices: 


2x 3y+5 S-x  y-6 5x-2 4y+1 
9 [6-1 -5+2w] *|22+3 7w+2]” |2+12 -5w+8] _ 


3 +5x —8x-6x 5 +7x -3x+x? 6x+2x? 6x-—x? 
3x-2 5x+4 x+8 + | 6x+12 x-3 3x-9 |= 
10 E 5 +6 A E. (Med 2.7 


4. 
5. Encuentra el valor de las variables en la suma de matrices: 


2+x 3 5-2x y 5 0 
vw -—4 a =8 =1|" |w-1 52 


3 , | 5 dl 
6. Dadas las matrices: A = E B= a , calcula en cada caso: a) 2-(A + B) = 


b) 34 +2:B= 0) (2A-B)= 


Mi el h , : -3 o 
7. Dadas las matrices: A=L% 7! , B= UA , C= 5 -1 0] Determina: 
a) A-B= b) A2= c) (A+B)-C = d) A-C+B-C= 
8. Dadas las matrices 
3-3 7 -9 5 -8 
A=(2 6 -2| y B=13 -7 1 
4 2 5 -1.2 6 


Evalúa: a) AEB b) 3A—BA c) A*—-S5B d) A+A?+B+B? 
9. Hallar la inversa de cada matriz, si ésta existe: 


2] a] 
a) 2 4 b) 4 Z 


e 
e a de e] 
e c=l4 5 y Del 54 
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10.2. 0 
li «1 1.2.0 1 
A= 
A=|1 —2 1 =b Y 4 
=1. 3. «l 3.132 


a) b) 
11. Encuentra el valor de las variables en los productos de matrices siguientes: 


Ea ERA 
MANE 


Uul=vlu 


k k 
a ae 
12. Hallar el valor de k para que el determinante sea ¡igual a cero: 
zZ 1 -1 
4 5 2 
13.Dada la matriz A= 3 7 6 demostrar que detA = 1 
Ejercicio 55 
1. Resuelve los sistemas usando el método de Cramer: 
a) 2x+3y=3 b) 3x+2y=0 c) 3x+2y=4 
4x-5by= 10 -2x+3y =0 5x -3y =2 
d) -ax+ y =ab e) LE YFzZ=8 f)2x-2y+z=-1 
-ax + 2y = bab 2X - y+z= 3 x-4dy+z =-3 
3x + 2y - 5z =-8 Ax + 6y-z=7 


Resuelve los siguientes problemas: 

2. Tres ebanistas: José, Pedro y Arturo trabajan a destajo para una compañía de muebles .Por 
cada juego de alcoba en caoba les pagan $500; si es de cedro les pagan $400 y si es de pino 
tratado les pagan $100. A continuación están las matrices A y B que representas sus 
producciones en enero y febrero. La matriz X es la matriz pago/unidad. 


Producción Producción Salario 
Enero Febrero Unidad 
A B 
Caoba Cedro Pino | Caoba Cedro Pino 
sá Do 0 3 / a Caoba 500 
a í j 4 , 0 Cedro 400 
dial Pino 100 
Arturo 1 2 3 2 1 


Calcule los siguientes productos de matrices y escriba que representan: 
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a) AX bp) BX c) A+B D) (4+B)X 
3, Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones: 
a) 21+3y-=8z7 =1 
z—-2y+3z =4 
52-3y+z =13 
b) FLA ATI, == 


2x, +4x,+4x, +3x,=0 

3x, +6x, -x,+8x, =10 
4. La empresa Antunez Electronics Inc. (TEI) produce tres nuevos modelos de computadoras: 1, 
2 y 3. Como parte del proceso de elaboración, estos productos pasan por la planta técnica y 
por la planta de ensamblaje. Los tiempos empleados por unidad en cada una de estas plantas 
se muestran en la siguiente tabla: 


Modelo Planta Técnica | Planta de ensamblaje 
al 30 minutos 0,5 hora 

2 12 minutos 2 horas 

3 36 minutos 2 horas 

Tiempo total empleado en | 116 horas 370 horas 

un mes en cada planta 


¿Cuántas unidades de cada modelo produjo la empresa si obtuvo una utilidad mensual de 37 
500 dólares, sabiendo que las ganancias obtenidas por la venta de los modelos 1, 2 y 3 fueron 
de 200, 50 y 100 dólares por unidad, respectivamente? Asumir que se vendió toda la 
producción. 


5. En la siguiente figura se ilustra una red de calles y los números indican la cantidad de autos 
por hora que salen o entran (según sea el sentido de las flechas) de las intersecciones. Así por 


ejemplo, en una de las intersecciones ingresan e y % autos por hora y salen 400 autos por 
una de las calles y 400 por otra. 


200 400 


300 400 


Si se considera que todos los autos que ingresan a cada una de las intersecciones deben salir, 
X,, X,, X X 
1 2 3 y 4. 


a) Plantear un sistema de ecuaciones que relaciones las variables 

b) Resolver el sistema empleando el método de eliminación gaussiana. 

Cc) Modificar uno de los números del esquema inicial para que el sistema de 
ecuaciones no tenga solución. Justificar su respuesta. 
6. Micaela desea cubrir sus requerimientos vitamínicos semanales de exactamente 13 
unidades de vitamina A, 22 de vitamina B y 31 de vitamina C. 
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Existen disponibles tres marcas de cápsulas vitamínicas en el mercado. La marca | 
contiene 1 unidad de cada una de las vitaminas A, B y C por cápsula; la marca ll contiene 1 
unidad de vitaminas A, 2 de B y 3 de C, y la marca lIl contiene 4 unidades de A, 7 de B y 10 de 
Es 
Si las cápsulas de la marca | cuestan 50 céntimos cada una, las de la marca Il cuestan 70 
céntimos cada una y las de la marca l!l, 2 soles cada una, 


a) ¿qué combinación de cápsulas de las marcas 1, Il y lll producirá exactamente las 
unidades de vitaminas deseadas? 
b) ¿Cuál de esas combinaciones le ocasionará menor gasto semanal a Micaela? 


7. La siguiente tabla muestra los porcentajes de albúmina, carbohidrato y lípido en cada uno 
de los alimentos A, B y C. 


A B Cc 
Albúmina 30% 50% 20% 
Carbohidrato 30% 30% 70% 
Lípido 40% 20% 10% 


a) ¿Es posible obtener 1kg de comida que contenga solo esos tres alimentos en un porcentaje 
de 47% de albúmina, 35% de carbohidrato y 18% de lípido? Si la respuesta es afirmativa, 
explicar qué cantidades en gramos se requeriría de cada uno de ellos y si es negativa, 
justificar por qué no se podría. 

b) Y si pidiera combinar los tres alimentos para obtener una comida con 40% de albúmina, 
40% de carbohidrato y 20% de lípido, ¿cambiaría la respuesta anterior? Justificar. 

8. Una fábrica de muebles posee tres aserraderos: A, B y C, en los cuales se corta madera a 

razón de 60m3, 45m y 30m3. por día, respectivamente. La madera se distribuye a 2 fábricas 

de muebles M y N que necesitan 65m3 y 70mxY por día, respectivamente. Los costos de 
transporte en dólares por metro cúbico desde los aserraderos hasta las fábricas se muestran 
en la siguiente tabla: 


Desde el Hasta la Hasta la 
aserradero fábrica M fábrica N 
A LS 3,0 
B 30 2.0 
Cc 2,9 1,9 


Considere que: 

e Toda la madera cortada por día en los aserraderos se debe emplear para satisfacer la 
demanda diaria de las fábricas. 

e Loscostos de transporte de la madera recibida por la fábrica M desde el aserradero A son 
iguales a los costos de transporte de la madera recibida por la fábrica N desde el 
aserradero B, por día. 

e  Loscostos totales de transporte de la madera desde los aserraderos a las fábricas 
ascienden a 242 dólares por día. 

Hallar las cantidades de madera transportadas desde los aserraderos A, B y Ca las fábricas M 

y N. 

9. La compañía Regulus Picture Frame puede fabricar cuatro tipos diferentes de marcos para 

pinturas: rústico, modernistas, francés y romano. Cada marco requiere de las siguientes 

cantidades de recursos en madera, mano de obra y tiempo de máquina, como se indica en el 
siguiente cuadro de tecnología de producción: 
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Recursos utilizados por unidad producida 
Recursos Rústico Modernista | Francés | Romano 
Madera (en pies) 1,0 as 2,0 2,0 
Mano de obra (en 1,0 0,9 0,6 0,6 
horas) 
Maquinas (en 0,3 0,3 0,1 0,1 
horas) 


Por el momento se dispone de 1000 pies de madera, 460 horas de mano de obra y 120 horas 

de tiempo de máquina y se emplearán todos los recursos disponibles. 

a) Con la información dada ¿se puede determinar el número de marcos rústicos, modernistas, 
franceses y romanos que se deben producir? Emplear el método de Gauss. 

b) Si además se sabe que las ganancias obtenidas por unidad de cada tipo de marco son: 


Rústico >$ 1,50 
Modernista >$ 1,25 
Francés >$ 0,95 
Romano >$ 0,60 


Determinar el número de marcos de cada tipo que se deben producir para obtener la mayor 
ganancia posible. 

10. Un ciclista se desplaza por tres tipos de terreno: cuesta arriba, llano y cuesta abajo. En 
cada uno de ellos emplea una velocidad constante. Como desea determinar dichas 
velocidades, elabora la siguiente tabla de datos acerca de sus tres últimos recorridos: 


Tiempo empleado (en horas) Distancia 
Recorrido Cuesta Terreno llano | Cuesta total (en 
arriba abajo km) 
| 0,25 z 0,25 22 
Il OS 0,6 0,05 16 
11! 1 0,2 0,4 19 


a) Especificar las variables que se deben determinar, indicando que representan y en qué 
unidades se miden. 

b) Hallar las velocidades del ciclista en cada tipo de terreno. Emplear el método de 
eliminación gaussiana. 

c) Empleando la solución encontrada en b), determinar qué tiempo emplearía el ciclista en 
una ruta de 4km. Cuesta arriba, 15 km. En terreno llano y 10 km. Cuesta abajo. 

24) Suponga que una industria de hidrocarburos puede mezclar cuatro tipos de petróleo 

para abastecer sus pedidos. En la siguiente tabla se muestran las características de cada tipo 

de petróleo: 


Tipo de | Total de Promedio de galones de 

petróleo | galones por compuestos ligeros (que se 
barril evaporan con el calentamiento) 

por barril 

Ligero TO 3 

Mediano 60 2,0 

Pesado 60 3 

Extra 45 2 

pesado 
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Dicha industria debe abastecer un pedido de 20 barriles de petróleo que contenga en total 1 
350 galones de petróleo y un promedio de 56 galones de compuestos ligeros. Usando el 
método de eliminación gaussiana, contestar las siguientes preguntas: 


a) Con la información dada ¿se puede determinar un único número de barriles de petróleo 
de cada tipo que deben mezclarse para abastecer tal pedido? 

b) Suponga que la compañía no tiene ningún galón de petróleo del tipo Extra pesado. 
¿Cuántos barriles de petróleo de cada tipo se requerirá? 

Cc) Modificar uno de los coeficientes del sistema planteado en la parte b) para que el 


problema no tenga solución. Muestre el nuevo sistema, justificando su respuesta. 


¿Existe la suerte? 


Entre más trabajes y te prepares más suerte tendrás. No sabemos si existe la suerte o no, aunque sí se puede decir que 
gracias al esfuerzo y dedicación se logra todo lo que se quiere y todo parece indicar que estas personas tienen mucha 
suerte. Pero creemos que el trabajo y un buen comportamiento y elamor a nuestros padres, a tu familia y a la sociedad 
en general, siempre se recompensan en gran manera. 

Sin embargo, para los que todavía creen en la suerte, me permito redactarles una leyenda china. 

En la antigua China, a aquel campesino que poseía un caballo era considerado como rico y afortunado, por esto Meng 
Song era envidiado por sus vecinos, ya que tenía un hermoso caballo blanco, el cual lo ocupaba para sembrar la tierra, 

para cosechar y posteriormente para llevar las cosechas a vender a la ciudad. 

Todos sus vecinos con envidia decían: ¡Que buena suerte! ¡Qué buen suerte tienes, Meng Song!. 

Pero un día, un vecino envidioso dejó abierta la puerta del corral de Meng Song y el caballo se escapó. Ahora, todos 
sus vecinos exclamaron: ¡Que mala suerte! ¡Pero qué mala suerte tienes, Meng Song!. 

ALtercer día, el caballo de Meng Song regresó junto con otros cinco caballos salvajes. Ahora, todos sus vecinos dijeron: 

¡Que buena suerte! ¡Pero qué buena suerte tienes, Meng Song!. 

AL otro día, Son Song el hijo mayor de Meng Song trató de domar a los caballos salvajes y uno de ellos lo tumbó tan 
fuerte que le fracturó una pierna y un brazo. Nuevamente, todos sus vecinos dijeron: ¡Que mala suerte! ¡Pero qué 
mala suerte tienes, Meng Song!. 

En esos días China entró en guerra con Japón y el ejército chino empezó a reclutar a los jóvenes mayores de edad, pero 
como Son Song estaba incapacitado no fue seleccionado. Otra vez, todos sus vecinos dijeron: ¡Que buena suerte! ¡Pero 
qué buena suerte tienes, Meng Song!. 

El 29 de mayo de 1953, a las 11:30 de la mañana, Sir Edmund Hillary y el nativo sherpa Tenzing Norkay 
conquistaron la cumbre del Himalaya, el monte Everest, el más alto del mundo con 8 $42 metros de altura. 


Hillary declaró “Pienso que en la vida todos luchamos contra una montaña como el Everest, y que la clave para lograr 
el éxito es muy semejante en ambos casos”. Así es, amigo lector. Hay una cumbre que cada uno debe alcanzar. Hay 
una para cada uno. Hay una para ti. Es la cumbre de la vida. Los jóvenes pueden compararse a los alpinistas. El 
escritor francés Ernesto Renán dice que la juventud es el descubrimiento del horizonte infinito que es la vida. Puedes 
fijarte un elevado ideal, tan alto como el Everest, y lanzarte a escalar la cumbre de tu propia existencia. Sólo tú 
puedes poner límites a tu ideal; sólo tú puedes convertir tu vida en una hermosa y gran realización. Goethe dice que 
el joven debe erigir tan alta como sea la pirámide de su existencia, cuya base ya le ha sido dada. Tú recibiste al nacer 
la base de tu pirámide. Ahora te toca construir sobre esa base tu propia existencia. Construye tu pirámide tan alta 
como sea posible. Tú, y sólo tú, puedes fijar la altura de tu propia cumbre. 
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Hemos terminado Álgebra, lo cual esperamos te haya servido para prepararte para iniciar el viaje en el fascinante 
mundo de las matemáticas. No dudes en repasarlo cuando tengas temor o quieras reforzar tus conocimientos, lo cual 
te servirá de escudo o protección cuando inicies grandes acciones. Observa bien el camino y sigue atentamente las 
señales, la simbología y las reglas e instrucciones, para que seguramente llegues a tu destino. Al final del camino sólo 


existen 2 pueblos, uno llamado éxito y el otro fracaso, de tu esfuerzo, actitud y optimismo dependerá al poblado que 
llegues. Recuerda: “Tú eres el arquitecto de tu propio destino”. 


E 2 
2 [ase |< 


Matemáticas para Genios Reprobados6) 


Es 


AntúnezBook Tomo | 


Identidades Trigonométricas 


cosx-secx=1 
senx"cscx=1 
tex-clgx=1 

cos” x+sen*x=1 
1+1g?7x=sec? x 
L+ctg?x=csc? x 
sen2x = 2senxcosx 


cor ode 
2 iZ 


1 
sentx=1-cos? x=---—c052x 
sen(xt y)= senxcos y +cos xseny 


cos(x E y)= cos xcos y F senxseny 
Reglas Logarítmicas 
In A” =n In A 


Ine* =x 
er" =y 
In 48 =1n 4+In B 


log,,10=1 
r =180* logo 10" =v 
log,, x= 108, elnx=0.434294-In x 


logl1=0 log, a” =v 


cos2x=cos* x-sen*x=1-2sen*x=2c0s* x-1 


vii 
n 


Tr =3.14159... 


É REGLAS DE LA ARTIMÉTICA 


fr 
p OPERACIONES CON RADICALES 
ASOCIATIVA a(bc) = (ab)e 
CONMUTATIVA — a+b=b+ayab= ba ea pt mf af= mm 
DISTRIBUTIVA — a(b+c)=ab+ac 2. Ya= "Ya 
Va =1a)n=2k  Vab= ya 
y OPERACIONES BÁSICAS 
e e +b b ; fa ya 
(0 » 4 Va =an=2k+1 -% 
(5) _ ul a-b_b-a 
(3) de e=zd d-=e _ 
b er. 0 rad te 2 LEYES DE LOS EXPONENTES 
aio dr e 
Cc arg” En gra (ar)” =gn" 
()_a a c_ad-be 
e de DO d bd (ab)”" =a"b" a =1a%0 
DH rca0 Aa 1 A 2 
a po a 5) pr 
a Q 
FÓRMULAS DE FACTORIZACIÓN a be Lis 
y rs ar 
a? — a =(2+a0)(x—a) j 
2 +2ar+a?= (240)? (a)% = (a) =(a)+ a0”= = 


2? — 2ax + a? = (1-a)? 

2? +(a+bjx+ab= (7 +a)(z +5) 
2% + 302? + 30?x 40? = (2+a)* 
a? — 3ax? + 30%x—a? = (2 a)? 


A+ as (0+a)(2? — ar +?) 


ad — a = (2 ar? +ax+ a?) 


A 
2 [as |< 


| FÓRMULA GENERAL 
Para resolver ecuaciones cuadráticas 
a?d+br+e=0 
utilizamos la fórmula general 


—b+ YB — 4ac 
2a 


Matemáticas para Genios Reprobados6) 


E 


AntúnezBook Tomo | 


CALCULO DIFERENCIAL 
1 Zo0=0 € Constante 
2. Lo=1 
d ( S y de dw 
3. = u+o—w ta as 
d _ de 
4 ed = C Constante 


CI 
y n= "o 


d du 
LmM=nm=* 
6 ze ) =nw > 
d 
Lima 
Sa. 6) nx 
ara vil pde 
2 fa dx dx 
E (-= a 
am E 
(5) SE 
7 (2)= c 
di y de 
2. E= $) E) sotosi y =F() 
dy_1 ; 
9. 7 E Solosi y =f(w) 
dy 


d 1 dy 
100. 0080) = 2e* (5) 


d de 
11. (0) =a Ina q 4>0 


d du 
la (9) =8 Sh 


a ade dE Ae 
12,7 (40) = vu qe Anula 


E AE 
de sent A 


1 (cos v) =—sen qa 


dx dx 


15 (tanw) =sec* a 


dx 


d de 
16 (cotv) =—esc* " 


jhrparral.blogspot.com 


e da 
“dx Secv) = sec ve AE 


19.2 (oscw) = = 
qe (esev) = esc w cot eE 

ñ de 
19,7, Caro sen y = E 

s de 

El y) = 
20. larccos») == 

pl de 

= y ——_£x 
21.7, (aro tan 1) = + 

y de 

== PEN A 
22 (arccotw) = 147 

p de 

pa dx 

23.7, (are sec » la 


d 
Az (arcescu) = A =1 


PROPIEDADES DE LOS LOGA! 
logAB =lo0gA+ log 


A 
log5 =1l0g A— Log B 
logA 
In(em)=n  logYA= e 
n 


n= 


RITMOS 


loga”=nlogA 


El 
lun (1+2) =e€ e=2.718281... 


(00) (00) = 00 


(0)00 = 00 


DERIVADA 


o fAyy_ dy 
a 
REGLA GENERAL DE DERIVA: 


m= pendiente 


CION 


tin LEA MDF 


R=0 Rh 
NOTACION DE DERIVADA 
dy ; 
==y'=D, 
dx) 20% 


A 
2 [ses |< 


CALCULO INTEGRAL 
1 fCán + dv —dw) = | du +f 60- fáe 


2 fado=a f do a es constante 
3. fdo =o+c 
pr 
"de=2—+4 += 
E du 1 Con 1 
du 
5.|—=inv+cC 
v 
ar 
6 faráo= E+c 
ina 
7. Jed=e+c 
af seno do==cosv+c 
9. fcosvdo=enw+C 
10. | secto do =tamw+C 
12. esco do =—eoww+C 
12. | secvtanvdo=secw+C 


13. esovcos vdv=—escv +0 


14, tano o =-—1inlcosel +0 
=1inm|secul+C 


15, | corváo =1n|senvl +0 
16. | seco do =Inlseco+tanol +C 


17. esco de =inlescv—cotel +0 


de _1 v 
13. Fra tn + 
19 de _1 |] +c 
“) a Za "lota 
19 dv 1 + < 
Al =——_=>5M 
atv" 2a la—-v 
20. ee e 
e] === = art Sn 
Va i—y a 


23. | Jide 
2 
= La +taresent+C 
2 2 a 
ER 
dr q PR (v+JTha)+c 
=3VW ta 1 In(v+yv ta 
INTEGRAL POR PARTES 
udv=uv-— | vdu 


FORMULAS DE REDUCCION 


a 
ya? — piu? U=7SENZ 


b 
yal + bu? u=¿tanz 
Y biu?—a? u=zsecz 
TRIGONOMETRIA 


LEY DE COSENOS 
al =b*+c?*— 2bc(cosA) 
b*= a +0? —2ac(cosB) 
c= a+ b?—2ab(cosC) 


LEY DE HERON 
A =ysí(s - aí(s— bs —c) 
a+b+c 
s=—— 
IDENTIDADES BASICAS 
1 
E CSscA cas secA n cotA 
senA COSA 
tanA = yA tÁA = Em 


senda +cos*A=1 seciA=1+tan?A 
esca =1+cot?%A4 


sen2A= 25enA cosA cos2A= 2cos*A—1 


cos2A4= cos? —sen?A 


A_ [1—cosA 2A= 2tana 
ci cer de re 

A_ [1—cosA A_ [1+cosA 
senz= z cos Al z 


cos2A=1—2sen?A 
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MULTIPLICACIÓN FACTORIZACIÓN 


l1=c0==-x+c Atbx+c=(a4 Mt ) 


a(x—c) =ax—ac B ágroresuta de 
mulípicar los signos de by c| 
ELMISMO SIGNO: axe) +d=ar=ac+d Ahora como en estos bombos tenemos signos Iguales 


Se aman los valores y se deja elsigro que 
tengan. 


y? buscamos dog nÚmerca que 070 suma asa 5 y cuyo producto asa E. 
e A AE MOTA:el cosik: nato dd primer birmino es 1 


: Ejemplos 
Dai 2 cs yaa cop 206 LEYDELOS EXPONENTES — x24+5x+6=(x4 Mx+ ) 


E si LJ] ¡e Eldgroreata 


MULTIPLICACIÓN —— DIVISION i=e% mmulipoar lea gros de +Sy +8 
(44) (Me (0 =(4) ! Ñ a O 10 Y CU OI esa 6. 

OO =(+) (d+ (>) = (4) a=a% x+5:+6=(x+ 2)00+ 3) 

0 A=(4) 0-0 = Y = aa Y —7x4+12=(x — 3)(x- 4) 

Om=(- O:MN:0 FÓRMULA GENERAL DE SEGUNDO GRADO 

ac?+bx+e 


Para hallar la solución de la ecuación de segundo grado 


r 


Pr? 
+1 


Ejemplos 
== (NED =1 
1 = (-DEDED=-1 ] a —b+ Vb? 4az 
x= —_——_—_=— 
2a 


200% = 50 = PE _ 560 2-3 - 49 RESOLUCION DE ECUACIONES DE 
a: == PRIMER GRADO CON UNA INCÓGNITA 


+2b PRODUCTOS NOTABLES RECORDANDO QUE PARA UNA SUMA TENEMOS QUE: 


A (0+b) =0*+20b+b* x+a=0 ¿<> 1=-0 

—ab Puedes sumar dos láminos 2,2 2 RECORDANDO QUE PARA UNA PRODUCTO Y VICEVERSA TENEMOS QUE: 
-ab+-2 = —=+b sl fenen la misma base y (a—bY =a*— 2ab+b , 

-a mismo exponerte 
-0 4 a x—x=0 
Do—" b 3x—5x =-2x 
Nota t Caro puede cbesrarse la ma de (a = bla + b)=a* =p? 3(x+2x) = 10 
máñipicación y disión son La mismos. 
(a+ b)(a* — ab +?) = a? + b? ra ll 


A 
sta 
+qa 


(a+) ma d+307b+3ab? + p? ar=b <«—> 


(a— db) m a?—3a*b+3ab* — y? 


Nota Z Los númems que no llenen 
a o a (a—d)a7+ ab +02) = 07 p? 


CUANDO ME PROPONGO ALGO Y 
REALMENTE TRABAJO PARA 
CONSEGUIRLO, LO ALCANZARÉ. 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 
ÁLGEBRA 


Ejercicio 1 


la) 36 2b) 118 

1b) -31 20) xy 

1c) -36 20) 162 

1d) 2 2d) 43 

le) -21 2e) 3 

1) -4 2f) 60 

19 86 29 3 

1h) 80 

2a) 12 
Ejercicio 2 

1) - 4x + Ay +1 

2) 20x+ 17y - 6w+ 7z- 12 

3) - 14a-8b+ 15 

4) a-b+2c+ 5d 

5) -3w+z+21 

6) -Ax-y+7 

7) 5/6 x+ Y y 
Ejercicio 3 

1) 70 8)  -960 
2) 6480 9 2160 
3) - 18 144 10) 3/8 
4) - 135 

5) - 6480 

6) -21 168 

7) 770 
Ejercicio 4 

1) 2 

2) -6 

3) 108/5 = 21.6 

4) 3, -108, 18 

5) 24, 288, -432, 72 

Ejercicio 5 

1) al? 9) 16 am 
2) a? 10) x3m 

3) a? 11) - 15 a? 
4) a 12 12) 6a? 
5) Jar 13) 27x5 
6) 5 bo 14) 15 x* y5 
7) 12 a 12 15) 20 

8) 28 a9w - 3z 


Ejercicio 6 


1) -8a5hb3c* 
2) -15x ywgc 
3) 48 x? y? 


4) 20 a? b3 x3 y* 

5) -4/3x*y3722ab 

Ejercicio 7 

1) 243 x10 5) 25/16 (5/4) m x6m y4m t6m 

2) 15625 x6y9z3 6) 256 al? afhi6n = 256 als 
p16n 

3) 1/16 x8y4z8t 7) 4/9 xm+1 y2n+2 74n-3 

4) 64/9 x 82 y “bz: 


6c 


Ejercicio 8 


1) 64 6) 4/9 

2) 1296 7) -27/125 
3) -1 

4) - 512 

5) 1/16 
Ejercicio 9 

1) XA 7 16 

2) x2/3 8)  1/625 
3) 1/x* 9 288 

4) 8/x? 10) 

5) 3/4 x5 11) 4x3/y8 
6) 9 x6/ 5 
Ejercicio 10 

1) 5 TD arm 

2) 4x2/ y? 8 1% 22ps 
3) a3 b*/2 9  -9n*p 
4) 2x2 10) 4xezb-6 
5) -4 gm-4p-2x-1 

6) ab 11) 4y/x 


Ejercicio 11 

1) 25 6)  x/ 
2) 32 7) X"2 
3) 4 8)  X8/3 
4 4 9)  x1/5 
5) 3 10) X3/2 


Ejercicio 12 
Los resultados se dan a la derecha del problema y por 
eso se pide demostrar y llegar a esos resultados. 


Ejercicio 13 
4) 500s 
6) 19veces 


11) 1.67248x1027 gr 
12) 6.75x108 millas/hr 
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2) -52-2xy+9 7) 


10) 11.916x107 13) 9.5504x1010 “ 
cm/hr 
14) 1.4904x1010“ 17) 198.5556x10% horas 


15) 93023580 18) 55.8x108 a 1.674x109 
millas millas 

16) 2.4859x1013 19) 1157.4 años, 
millas aparecería 23 veces. 

Ejercicio 14 

1) 43/12 = 3.5833 

2) 105/8 = 13.125 

6) 31/6=5.1667 

3) 30 

4) 3 

5) 3.4387 

Ejercicio 15 

1) 26 14) -13/2=-6.5 

2) 14 15) 242/5 = 48.4 

3) 13% 16) -93/160 = 0.58125 

4) 21/40 17) -24/9 =-2.6667 

5 23 18) -35 

6) 294 19) - 12.76 

7 -16 20) -141/72 

8) 36 21) 17 

9 9/5 22) 6 

10) 27/5=5.4 23) 24 

11) 7 24) 2 

12) 1 25) Y 

13) 0 


Ejercicio 16 


1) 5x2-4y+3z-2 6)  2a?c +14ac 

2)  a2-9b%+7ab 7) 63/8h?x3z 

3) 45/12 a2 8) 10h 

4)  22x2yz3 + 10x?2yz2 9) 1283 -B y 
- 18x?2yz3 

5)  -8wx2+9xy 10) 15 vx 

11a) 11x2+3x-7 11f -z-9y-16x-1 


11b) 2x3 -2x2 + 2x 118) -7x*+3x9+4x2+6x 


+7 


11c) 7x4 -5x5+x3+x2 11h) 2x5 +x3 + x2+2 
+ x-12 

11d) -3z -3y-7x-1 11i) 

11e) 4xy? -3x? -2y2 + 11j) 
2x2y -22 


Ejercicio 17 
1) 2xz-6xy 6) 


Z+XZ2 
14/x - 12x 


2 FP 2 
-5x4+5x3+ 16x2-3x 


20 Y w?+ 14 4/5 


3)  xz-6xyz 8) 17xXyz-25a2- 
18 b e? 


4 4%Wa-6b*%+9 9) 3x2 - 3a2b?-10 


c XyZ 
5) 4xy-93/8az- 10) 32 + 13e*- 27 
10 2/3 b? Wx 
11a) x x3-3x2+5x+13 11f) x% 3 +15x2 -7x- 
11 
11b) -7x4  -3x5 -2x2 118) 4x3 -6x* -x? +7 
+6x+1 
11c) -3x4 + 78 + 7x2 11h) 2x6 +2x5 -2x! +2x3 
+7x-11 -2x2 +2x -2 
11d) -3x? -8x +7 11i) 6x3 +12x* -7x2 
+4x -3 


11e) 12x3 + 7x2 +x+2 


Ejercicio 18 

a) 16m5 -28m* d) 20x5 -6x* -11x3 -14x2 - 
+52m3 - 25x +24 
32m2+36m -35 


b) 6n*-9n3 +9n2+9n - e) 8x* -44x3y +78x2y? - 


15 48xy3 + 9y* 
c) 4y4+ 4y3-13y?-3y- f 6a*b? - 4a3b3 - 9aih + 
20 10a?b*% + 6a?b?  - 
15ab* - 8ab + 12 

1) 15ab?+ 3ac 

2) 6b3+4b2c -8b2 

3) 168 c3b + 140 cb? 

4) 65bc + 10b?c? -15abc 

5) 34x2y z +30x2zaz- 28x22 

6) 9 x2- 9x2%y -9/8 xz 

7) 3/2hz3- 3/2 hzx+21/2 hb 

8) 9 x3/2y - 14 x/2 + 50x 7/2 

9) 60 x5/2 y/3  -225x1/2y - 225 x1/2 
y?/3 

10) 4% x -28 1/3 x3/2h +3/16 x1/2h1/3 
- 1% xh43 

11) -Gam+3pi+n 

12) 2 3% pa 

13) - ¿4m+3 p4n+2 

14) 2/9 x2m+5 p3n+2 

15) 16 a6*m p3. g3m+5 p2n+2+924 ag5 pen 
+1 

16) 10 x3m+ 4 y3n - 20 xim- 1 yón -3. 35 
x2m +1 y? 

17) IX IR 12/1321 y 


Ejercicio 19 
1) a+5,Residuo=12 6)  2x +16/7, 
Residuo= -132/7 
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2) 
3) 


4) 


5) 
11a) 


11b) 
11c) 


11d) 


11e) 


1) 
2) 
3) 
a) 
5) 
11) 
12) 
13) 
14) 
15) 
21) 
22) 


1) 
2) 


a - 1, Residuo= -4 


m-17, 
Residuo=132 
a+7, Residuo=20 


-5xX +  32/3y, 
Residuo= -88/3 y? 
4x2y? - 6xy* +5y8 


5x1y8+9x3y7 +11y 
1/2x86+3/2 x6 - 
3/10 x1! 

7/2 x83y3 -9/4 x2y!- 
11/3 x“yS 

3/2 xy? -9/4 x2y5 
+y 

Ejercicio 
Complementario: 
a-1 

a-3 

x-5 

m-5 

5-x 

8a - 4b 

6m - 5n 

6m + 4n 

2y -11 

Xx? + xy + y? 

3-3 - 6-y +5 

m3- m2+ m -2 


Ejercicio 20 


1) 
8) 


9) 


10) 
111 


118) 
11h) 


11i) 


11) 


2y -  65/7, 
Residuo= -426/7 
a E 
Residuo=2 

xXx + x2 + 3/2 x 
+23/4, 
Residuo=5 7/4 
m3 + m3+m, 
Residuo= - 2 
12x3yz1* +10x%y3z6 
+37 

-3x5 +6x2 -9x8 
5x2 -4x%y +8xy? 


x+x2y S x3y2 +x4y3 
+xy 

3xTyll +5 x9y12 
+x3y9 -7x4y5 


a+3 

3x - 2y 

5x - 4y 

5a - 7b 
2x+4 

a? -2ab +b2 

3 - 3x2+ 1 

a3 - az+a 

m4+ m2n2+ n! 
X3- 2-x2+ 3-x - 1 
3a? - 5ab + 2b2 
5m4- 3m2n2+ n! 


22a4+ Zar1c+(?2 = Ya+ Za+1c+pe2 
25 c2+30cd +9 d2 


4 a+ 4 a2b3 + pS 


100 b2+ 20971 520b+ 328 
225 c2+ 30 cd + d2 
36a?- 24 ab +4 b? 


q. Zas das q* 
x2-2x y? + y? 


49 c2 d?- 14 cdx+ x2 

x2a?2- 4abxt +4 p2x10 
49 x2y10- 56xy5a4z + 16 a8 22 
x2a- 4. 6 xa- 2bx+ 9 p2x 


xy - 8xyc2+160* 


49 b-*- 42 b:2x5+9 x10 


ax- 2ax ba+ p2a 
a2mnm+ 2an pa+ p2a 


17) 324a:*+36a'2b5+ b10 

18)  81b%+ 270b3 c:2+ 225c-* 

19) 289x8y271+272x3y z22a n3+ 64 a2 n2a 
20) 49b8+10% b*a'5+ 9/16 a:10 


Ejercicio 21 

1) 8a+ (12) 2ac + (3) 22 c2+ c3 

2) 125c3+225c2d + 135 c d2+ 27 d3 

3) 8a%+12a*b3 + 6 a2b%+ b? 

4) 1000 b3 + 300 b? (32)* + 30 b (32)8+ (32)12 
5) 3375c3+675c2d +45cd?+ d3 

6) 216a? - 216a?b +72ab?- 8b? 

71) a -3a10d2 +3 a5d1- q 

8) Xx -3x2y2+3xy*- y6 

9) 343 c3d3- 147 c2d2x+21cdx? - x3 

10) Ba3-6x2a2bx5+ 12xab2x10- 8 b3x15 

11) 343x3 y15 - 588 x? y10 atz + 336xy9a872- 64 
al273 

x3a - (a 9 x2a- 4 px +27 xa: 2 p2- 27 p3x 

Xx yi5 - 12 x2 y10 c-2 +48xy5c"* - 64 c:6 

343 b:* - 441b:*x3 +189b:2x10 - 27 x15 
asx 5 3 ax pa +3 ax p2a S p3a 

gan + 3 a2n pa +3 gn p2a + p3a 

5832a8 +972a*b5 +54a2b10 + p15 
729b? + 3645 b8c-2 +6075b3c:* + 3375 
C6 

4913 x? y? z6 + 6936 x6 y274 an? + 3264 x3 y 22 
a? n2 + 512 a? nóa 

343 b1? + 110% b8a:5 + 11 13/16 b*a-10 
+ 27/64 a 15 


12) 
13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 


19) 


20) 


Ejercicio 22 


1) a2- 1 9) e2- n2 

2) n2- 4 10) n2- m4 

3) 9n2- 4 11) 9b*- b$ 

4) 49b2- e? 12) 14b1- c* 

5) 81x2 y2- 16c2 13) 227 - bz 

6) 36b2- c? 14) 9n*- b2 

7) m?- n2 15) 9c?2cn2 - p* 

8) 2y?- 2 

Miscelánea: 

1) x2+4x+4 9 a2- 16 

2) 12+5x+6 10) 9a?b2 - 
30abx?+25x* 

3) x-1 11) 9 - a?b2 

4) x2-2x+1 12) 1 - 8ax+ 16a2x2 

5) n2+8n+15 13) at+ a2-56 

6) m2- 9 14) x?- y? - 2y- 1 

7) (a+b)- 1 15) 1- a? 
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=a? +2ab+b? -1 4) ad+5a4b+10a3b?2+ 10a?b3+5ab*+ b5 

8) b3+3.-b?+3-b+1 16) m?+4m-96 5) xé- 8x y+28x y? - 56x  y3+ 70x*y* -56 
17) x*+ 2x2-3 25) 8a3+ 12.a%x+ 6ax? + Xx y5+28x2y8 -8xy?+ y8 

x3 6) 64af- 192 a5 b + 930 a*b? - 160 a3 b3 + 60 

18) x*+ 3x?- 18 26) x*- 13x2 +22 a2b* -12ab5+ b6 

19) 25x6 27) 4a* - 20a3b4+25b8 7) 2187b7x7+ 25515 béx6c + 127575 b5 x%c? + 
+60x3m1+36m8 354375 b*x1 c3 + 590625 b3x3 c* + 590625 

20) x38+ 3x“- 10 28) af- 3a?- 180 b2x2 c5+ 328125 b xcf + 78125 c” 

21) a?-2ab + b2-1 29) m4++ 2m?n - m2 + n2 8) 16807 b10+ 108045 b8 d + 277830 b* d2 + 

22) a»- b2n 30) x8- 4x*-77 357210 b* d3 + 229635 b2 d4 + 59049 d$5 + 

23) x2a:2+ ya+1 - 72 31) 121 - 22ab + a?b2 328125 b d$ + 78125 d7 

24) atb*- c! 32) x“y8 - 2x2y3 - 48 9) 81b*+756b3xy+ 2646 b2 x? y2+ 4116 b x3 

33) a! - 2a?2b?2 + b* 36) x*- 24x?-25 y3 + 2401 x! y? 

34) x*- 3x2 +2 37) a*- 5a2+4 10) 1024 x10y10+ 15360 x%? b2+ 103680 xi y8b* 

35) a*- 81 38) a*- 13a2+ 36 + 414720 xy” b$ + 1088640 x6yó b8 + 

Ds 1959552 x35y5 b10 + 2449440 xy! p12 + 

Ejercicio 23 2099520 x3y3 bi%* 1180980 x2y2 bi6* 

393660 x y b18+ 59049 b20 
1) 4x - 9mn2 100 x? - 80 xy + 64 y2 
A 2x + E - 2 se e - x(Ba+ en + a 6n)* a) o 15/4 x*+ 5/2 x3 +15/16 x? + 3/16 
+ 2x2 + 3 + 4 y2 
, S 0 + a 0 ea rl +39 Pech A 
Any? 3y? Cc)  y*+ 12y3 + 54 y2+ 108 y + 81 
Miscólánea: d) x5+5x3 + 10x + 10x1+ 5x3 +x5 
1) 2-1 9) 124 — ¡21y8 + xl8y6 - e) a - 4x6 y3 + Gax0yS - 4.x2y9 + y12 
A f af - 12a5b + 60a*b? - 160a3b3 + 240a?b* - 
x15y9 + x12y12 - x9y15 + . A 
xoyl8 - xy?! + y24 pre + 64b . ad Ñ 

2) 4m2-2mn2+n4 10) yl8 - a92+ aí8 g) si +3/2 y*+271/2 y? + 54xy?+ 

3) e al+a2+a+ 11) a?b? - 8x3 h) y+6y2+15y+15y1+6y2+y3+20 

4) x*+3x2y+9y2 12) ab?c*+ 1 Ejercicio 25 

5) x-7y 13) 16x!- 24x8y + 36x2y? - 

54xy? + 81y* 1) a (a?2+ b) 9) (a+b)(cx+d) 

6) al?+al0%h2+ asp? 14) 4-a 2) 3a (1 + b) 10) x+y(a+c+z+a) 
+ abh6 + atb$ + = (x+ y) Qa+c+2) 
a2b10 + p12 3) x(2+3+1)= 6x 11) (x+ 2) (x+ 3y + 5c) 

71) al-a+1 15) x8+ x*+ 1 4) 3b (2a + c+ 3) 12) 3x(a-c+3x- 4 - 3x 

8) 4xy2- 5:m3 16) 16x!* + 28x2y3 + 49y8 + 4) = 3x (a - Cc) 

17) al5- al2b3 + a9pS 20) x32 + x24y8 + x16y16 + 5) c(7+2ab) 13) (3x + y) (3c + 2 + 3c 
- abh2 + a3p12 - x8y24 + y32 - 2) = (3x + y) (6c) 
p15 6) 3x (x+ y) 14) (16c + 3) (12 bc + 

18) a+x+y 21) 3-6x5 5bc) = (16c + 3) 

19) x10- x2+x8-x7+ 22) x7 + 2x6 + 4x5 + 8x! + (17bc) 

Xx6 — x5 +xó -x3 + x2 16x3 +32x2 + 64x + 7) b(9c+2a+ 3d) 15) (3b2+ x) (7xy - 9by) = 
-Xx+1 128 (3b2+ x) (y) (7x - 9b) 
24+ 24 p2 + = = 

Ejercicio 24 És a de c a a el E iio 

1) ad+3a2b+3ab2+ b3 

2) a3- 3a2b+3ab? - b3 Ejercicio 26 

3) a+4a3b+6a2b?2+ 4ab3+ 12a1b3 + b* 
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1) (a+ m) (m+ n) 


2) (y) (8Bz(2x+ 3) +x+y)+ 7) 


x(3+2 
3) (y+ a) (x+b) 


4) b (ac + 9a)+ 3d (4c+a) 9) 


6)  (d + 2c) (5) (xb + 
5a) 

(k+ 1) (k + m) 

8)  (2+x)(a+b) 
(e+v(ih+az) 


5) 6c(b+2d)+3a(d+3b) 10) (1 + x?- 3x) (a2b3 


Ejercicio 27 


1) (h- 1)? 9) 

2) (3x-3232 10) 

3) (5y?- 32)? 11) 

4) (3 a2-2b3)2 12) 

5) (2ab +c2)2 13) 

6) (5a- bc?)2 14) 

7) (3h3+1)2 15) 

8) (3b2+ 5c)2 

Ejercicio 28 

1) (a? - 2b) (a? + 
2b) 

2) (3 c2- b3) (3 c?2 + 
b3) 

3) (5b*- 9 c2) (5b*+ 
9c?) 

4) (7bn- 4c3) (7bn+ 
4 c?) 

5) (2b3n - 5 bc3) 


(2b3n+ 5 bc3) 
6) (a+b - b2)(a+b 
+ b2) 
7) (2xy3 - (a + c)) 
(2xy3 + (a + c)) 
Ex - (+ y) Ex + 
(x+ y) 


Ejercicio 29 


8) 


1) (x+ 2)(x + 5) 
2) (x- 2)(x + 5) 
3) (a+ 1) (a + 3) 
4 (Y -4( - 5) 
5) (x- 1) (x - 8) 


6) (x- 1) (x - 2) 
7) (a+ 1)(a + 6) 
8) (n - 2)(n - 6) 
9) (a -2)(a + 9) 
10) (x - 2) (x - 5) 


- ns) 


(9xy - 37)2 

(h 12 + 4 x223) 2 
(9 bch - 4 xy)? 
(3b -2/3 h)? 


(2c + % x2)2 

(1/4x - % ch)? 

(3 xh +2 a b)2 

9)  (3b2+c - 2xb3) (3b2 + c 
+ 2xb3) 

10) (3b+23- (5b?— 3c)) (3b 
+ z3 + (5b?— 30) 

11) (5b*- 5c3) (5b1 + 5c3) 
= 25 (b*- c3) (b*+ c3) 

12) (8c2- 4dc?)(8c2+ 4dc?) 
= 16c*(2- d)(2+ d) 

14) (b - 7xy3) (b + 7xy3) 

15) (2c3 -  10xy2) (2c3 + 
10xy?) 

11) (x + 4) (x - 9) 

12) (x + 4) (x - 10) 

13) (a + 5) (a - 7) 

14) (m - 2) (m + 15) 


15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 


(x + 7) (x + 8) 
(a - 5) (a + 12) 
(m + 10) (m - 30) 
(c + 9)(c + 15) 
(m + 15) (m - 45) 
(m + 28) (m - 36) 


Ejercicio 30 


Eje 
1) 
2) 
3) 


4) 


5) 


6) 


1) 


8) 


9) 


10) 


11) 


Ya Xx 10) x/y (x+ y) = 128 

Ya (x+ y) 11) x+x+2+x+4 

Ya (Xx - y) 12) x+y+z+t 

2x+ 1 13) A= a? 

5x - 3 14) (a + b)3= a3 + 3 a?b + 3ab? 
+ p3 

x+y=120 15) a=vb? + e? 

x-y=80 16) V=r Ph 

A=x 17) A1Vi=A2V> 

(«+ y) (X- y)= 18) (4x- 3) / x 

12 

rcicio 31 


El doble de un número más el triple de otro y 
más el cuádruplo de un tercer número. 

El quíntuplo de un número menos el triple de 
otro. 

El triple producto del primero al cubo por el 
segundo al cuadrado y por un tercer número. 

El producto del primero a la cuarta por el 
segundo al cuadrado, más el producto del 
primero al cubo por el segundo al cuadrado y 
menos el producto del cuadrado del primero 
por el cubo del segundo. 

La fuerza es igual al producto de la masa por la 
aceleración. 

El cuadrado del lado opuesto es igual a la suma 
del cuadrado de los lados conocidos, menos su 
doble producto por el coseno del ángulo que 
forman entre ellos. 

El semiperímetro de un triángulo es igual a la 
suma de sus tres lados dividida entre 2. 

La población futura es igual al producto de la 
población inicial por la potencia al número de 
años de la suma de 1 más la razón de 
crecimiento de la población. 

El trabajo realizado por una fuerza es igual al 
producto de la fuerza por la distancia a través 
de la cual se mueve la fuerza. 

La velocidad del sonido en el aire es igual 
331.5 más el producto de 0.607 por la 
temperatura del aire en *C. 

La fuerza eléctrica entre 2 cargas puntuales es 
igual al producto de una constante por el valor 
de las cargas eléctricas puntuales y dividido 
todo entre el cuadrado de la distancia que las 
separa. 
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12) Los caballos de potencia de una barra giratoria 


es igual al producto de z por las revoluciones 
por minuto por el momento de torsión 
producido y dividido todo entre 225 000. 


15.3) x= -1/2 
15.4) x=-11 
15.5) x=-42/17 15.10) x=-13/2 


15.8) 
15.9) 


x= -15/23 
x= 96/13 


Ejercicio 32 


Ejercicio 34 


1.1) x=6 1.6) x=12 
1.2) x=4 1.7) x=9 
1.3) x= 34 1.8) x=800 
1.4) x= 16 1.9) x=70 
1.5) x= 9 1.10) x=3 
2.1) x= 12 2.6) x=17 
2.2) x=1/7 2.7) x=6 
2.3) Identidad 2.8) x=-1/9 
2.4) x=7/2 2.9) x=2/3 
2.5) x=4/3 2.10) No es igualdad 
3.1) x=6 3.6) x=-20/29 
3.2) x=3 3.7) x=1/8 
3.3) x= 12 
3.4) x= 20 
3.5) x=5 
Ejercicio 33 
1.a) _ P2V2T; 1.d) e 0 
TA E 
1.b) gt? 1.e) 42m 
s=*> k = 
z cda 
1.c) c 1f d 
a 
n(n— 1) 
2.a) a=-2 2.d) v=20 
2.b) d=17 2.e) C=39.7887 
2.c) q=-15 


Ejercicio 35 


1) x=3,y=-2 6a) x=5,y=3 

2) x=1,y=-1 6b) x=1,y= 1 

3) x=-5,y=4 6c) x=11/5,y=17/5 
4) x=3,y=-3 6d) x=6,y=4 

5) x=4,y=8 

Ejercicio 36 

1) x=%,y=%Y% 6a) x=5,y=3 

2) x=5,y=4 6b) x=7/5,y= -1/5 
3) x=3,y=3 6c) x=7,y=1 

4) x=-6,y=-7 6d) x=6,y=2 

5) x= 2/3, y =- 44/3 

Ejercicio 37 

1) x=5/7,y=-1/7 

2) x=7/2,y=8 

3) x=4,y=3 

4) x=397/51,y=42/17 

5) x= - 2/3, y = - 4/3 


Ejercicio 38 


1) x=3,y=-2 
2) x=1,y=-1 
3) x=-5,y=4 
4) x=3,y=-3 
5) x=4,y=8 


Ejercicio 39 


1) x=9 8) Burro $ 15 000 pesos, 
silla $ 1000 pesds,1)  X=3,y=8 
arreos $ 500 pesos|y2)  x=0,y=-6 
herraduras 3) x=-2,y=-2 
$ 250 pesos. 4) =-4, y=4 
2) x=20 9) 80 adultos y 200 niños| 5) x=7,y=-4 
3) x=-2 10) 23 días y faltó 2 días. EN 
4 x=-13 11)  Juan20añosyFemando 10EJercicio 40 
5D x=-2 1% 16,6y32 1) 35 de 2011) Traje a $800 
6) 67, 69, 13) 30. centavos y 43 de pesos, sombrero 
d á 10 centavos a $60 pesos 
711,73 2) 40de$5pesosy51 12) Vaca a $55 dólares, 
1) 28, 30, 14) 34 y 14 de $4 pesos caballo a $42 
32, 34 dólares 
15.1) x=9 15.6)  x=85/7 3) 300 adultos, 400 13) Adulto 35 centavos, 
15.2) x=14/3 15.7)  x=39/5 niños niño 18 centavos 
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4) 


5) 


6) 


7) 
8) 
9) 
10) 
Eje 


1) 


2) 
3) 
4) 


5) 


Eje 


1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
1) 


Eje 


1) 

1a) 
1b) 
1c) 
2a) 
2b) 


3a) 
3b) 


21 de 20 14) 31y 23 
centavos y 23 de 
25 centavos 
155 de $1 peso y 15) A=21 y B=16 
132 de $2 pesos 
16 de $3 dólares 16) Bote 7 KPH, río 3 
y 18 de $7 KPH 
dólares 
13 trajes y 41 17) Bote 12 KPH, río 4 
sombreros KPH 
64 y 24 18) A $5 pesos, B $3 
pesos 
815 y 714 19) A 30 años, B 20 
años 
63 y 48 
rcicio 41 
x1=-4/3, 6) No tiene solución en el 
Xx2=7/3 campo de los números 
reales. 
Xi = 5/2, 7) x1=4, x= 17 
x=2 
Xx =-11, 8) 10m.y15m. 
Xx =-12 
x=2,x»= 9) 16cm.y30cm. 
-2 
x1=-8, x2 10) 22.8 días y 17.8 días. 
=-8 
rcicio 42 
26.7813 
81 227.1138 
567.2198 
9 419 896.959 
4.8780 
17.6316 
1.3893 
rcicio 43 
x= 0.04854 1d) x= 
x=5 le) x= 1/16 
x=-3 1f) x=27 
x=4 1g) x= 49/16 
x= 3.9592 1h) x=0 
x= 0.6908 
x=1 38) x=2 
x= 2.03643 3h) x=1y x=-1 


3N) x=0y x=- 
0.69315 


3) x=0 


Ejercicio 44 


la) ¡ 

1b) -i 

1c) ¡ 

2a) 0 

2b) -2i 

2c) -4/13 - 6/13i 
3a) 4real 

3b) 1 - 2i complejo 
3c) -7i imaginario 
3d) -11/3 real 
4a) 25 + 13i 

Ab) 
5a) 
5b) 
5c) 
6a) 
6b) 
6c) 
6d) 
71€) 
8a) 
8b) 
8c) 
8d) 
11) 
12) 


23/20 +27/5i 
7=2+18i 
2=3+5i 
2=17+5i 

z=-Y% +(1- 1/12 i) 
7+7i 

1+10i 

3-41 

11-21 
-12/25 - 16/25 
126/53 + 17/53 1 
3+4i 


Ejercicio 45 


x=5 
x=1yx=-2 
x=5 


3i) 
3)) 
3k) 


30) x= 0.58496 y x= 
-1 

x=0.48121 y x= 
-1 

3q) x= 1 


3p) 


1d) -1 
le) 1 


| 

-1-246i 
1/1 

Y (1 + i) 

(2 +V3)(1+ i) 
1+ 7/31 

V2 (2 + 3i) 
-1/3=4/31 
7-13 1 

141 

-81 

«11 =9| 
5d) 0 

-1+13i 
17 (1+i) 
-17+51i 
11/34 +7/34 i 
1 +9i 
47-21 
-39 - 9 i 
33 + 501 
-20+ 751 
6+3i y 
-6-3i 
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Número complejo 
O 2,=1+1.7321i 


4) 1.223 Cis 6.6413", 1.223 
Cis 96.6413%, 1.223 Cis 


O 2,7 3.5355 +3.5355í 

O 2,=-3+5:1962 

O 2,7-1.2155+6.8937i 
O 2,7 3.0642+2.5712í 

O 7,7 4.0148 - 4.4589 


O g=5 


2a) zi = 5 Cis 
51.13010 

2b) z2= 1 Cis 450 

2c) z3=1Cis 1350 


2d) z4= V2 Cis 3150 
2i) z9=3 Cis 2700 
Gráficamente: 


Número complejo 

e 7 =3+s 

O 2,=071+0.71 

O 2,=-0.71+0.71 

e 2.11 
=1.73+1 


ey... 
2 
e 
2 


dE 
qn? 
33 

5 


2e) z5= 2 Cis 300 


2f) z6= 137 Cis 9.4623> 

28) 27 = 5v2  Cis 
351.86990 

2h) 23= 42 Cis 2250 

2j) z10=5 Cis 00 


I 


e00000UL000 
adu33 773707 


3a) 4V3/3 Cis 900 
3b) 1 Cis 19.471220 


3d) 4 Cis 1800 


3c) 4V5/5 Cis 63.434950 


2e) 8 Cis 900 

2f) 12/4 
2299 

28) V13 Cis 
213.690070 


Cis 


186.6413%, 1.223  Cis 
276.64130 
» Vista Algebraica X |» Vista Gráfica 
Cónica Po 7 
+0 d:x?+y?=1.495 
Número complejo 


e w,=1.215+0.141í 
e w,=-0.141 +1.215í 
e w,=-1.215-0.141í 
e w,=0.141 - 1.2151 
Punto 

e A=(0,0) 
Segmento 

O f=1.223 


0 g=1.223 
0 h=1.223 
0 ¡=2.446 
e ¡=1.223 
+-0 k=1.729 
e |=1.729 
+-0 m=1.729 
0 n=1.729 
Ángulo 
o a=90" 


5a) 1.122 Cis 105, 1.122 
Cis 225%, 1,122 Cis 


345>, 
5b) 1.709 Cis 


1.709 Cis317.71o, 


Ejercicio 52 


11.71, 
1.709 Cis 197.710, 


5c) 1.587 Cis 100, 
1.587 Cis 130%, 
1.587 Cis 2500, 

5d) 2 Cis 0%, 2 Cis 
1200, 2 Cis 2400, 


la) -9 1d) 12 

1b) 14 le) 1 

1c) -13/8 1f 33 

1.3) Raíces -4, 1 y 2i 2a) 2x2+x- 5, Residuo 


3 


2b) 3x*+6x3+13x2+  2c) y? - 5y* + 10y3 - 
26x+ 52, Residuo 20y2 + 40y -76, 
100 Residuo 147 

2d) 2x2 + 2x - 2, 2.2) P(2)=12 y  P(- 
Residuo 5 3)=227 

2.3) x1=-1,Xx2=-2,X3 2.4) x1=-1/2,X2=3, X3 
=3 =-1-2i y x4=-1+ 

21 

3a) 2x8+2x2+2x+1, 3b) 5x3 + 5x2 + 3x+ 3, 
Residuo -3 Residuo 0 

30) x6-x3+x4-x8+x2 3d) x3 - 2x2 + 4x - 8, 
-x + 1, Residuo Residuo O 
127 

3e) 4x8 - 6x -2, 3f 5x2 + x+ 26/3, 
Residuo 6 Residuo -74/5 

4a) -5 4d) -476 

4b) -62 4e) -11/4 

4c) 34 4) -1/4 
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SIN 


¿Cuál es la mitad de uno? El ombligo. 
¿Cuánto es la mitad de dos más dos? Tres. 
Llegan 2 muchachas a un hotel buscando 
una habitación para ellas dos. Pero al hablar 
con el administrador este les dice que no 
hay, porque todas están ocupadas ¿A qué 
horas sucedió esto? A la 1:45 porque falta 
un cuarto para las dos. 

Sale un avión del aeropuerto de Acapulco 
con destino a Los Angeles; al mismo tiempo 


sale un avión de los Ángeles con destino al 
puerto de Acapulco ¿Cómo se llaman los 
pilotos? Los pilotos se llaman utilizando la 
radio. 

5. ¿Quiénes son más inteligentes los padres o 
los hijos? Los hijos ¿A ver quién inventó la 
máquina de vapor? James Watt ¿A ver 
porque no la inventó su papá? 

¿Cuántos gallegos se necesitan para cambiar un 

foco? 1001. Uno para que agarre el foco y 1000 para 

que le den vueltas a la casa. 


prod DAN X= 


| | 


ASMA 


